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0 Leerdoelen en onderwerpen




Leerdoelen


Na deze module bestudeerd bestudeerd te hebben moet je:

●  weten wat een vector is, en hoe je vectoren moet optellen en vermenigvuldigen.

●  weten wat een matrix is en hoe je matrices moet optellen en vermenigvuldigen.

● weten wat een determinant is en hoe je determinanten kunt berekenen. 

● hoe je een lineair stelsel vergelijkingen kunt oplossen m.b.v. van determinanten en  hoe je een inverse matrix 
   kunt berekenen.




Onderwerpen 

1 Vectoren

1 Matrices
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Inleiding Lineaire Algebra
  
Lineaire algebra is de leer van de vectorruimten. Het is een wiskundeonderdeel dat bij uitstek geschikt is om het ruimtelijke inzicht van studenten te bevorderen, wat zijn toepassingen kan hebben op vele gebieden, met name bij ICT-ers van de richting Game Development. 
In de lineaire algebra zijn de vector en de matrix fundamentele concepten. Het zijn zijn veelvuldig toegepaste wiskundige grootheden. Toepassingen vindt men in de bouw (sterkteleer), de mechanica (krachtenleer), in de be-wegingsleer (kinematica), in de elektrotechniek (wissel-stroomtheorie), de electriciteitsleer (wetten van Maxwell), in lineaire trillingssystemen, in de speciale en algemene relativiteitstheorie van Einstein, in elektrische netwerken, in de operationele research bij het lineair programmeren teneinde  bedrijfsprocessen en productieplanning te op-timaliseren, in economische modellen van het C.P.B., enz.
Een belangrijke toepassing vindt men in de techniek van het transport van digitale signalen. Een signaal afkomstig van een toespraak, van beelden, van sonar, of van olie-exploratie, wordt gedigitaliseerd en kan via een z.g. Fourier matrix getransformeerd worden en later weer teruggetransformeerd worden. In alle genoemde gebieden zijn matrices en vectoren te vinden. Matrices worden veel gebruikt worden bij het oplossen van lineaire vergelijkingen met meerdere onbekenden. 


Definitie van een vector  
Grootheden die zowel de eigenschappen richting als grootte  bezitten, worden aangeduid als  richtingsgrootheden, vectorgrootheden, of kortweg vectoren. Het begrip vector is oorspronkelijk ingevoerd om een wiskundig beeld te verkrijgen van bepaalde natuurkundige grootheden in de mechanica zoals kracht, snelheid, versnelling, verplaat-sing, impuls, moment van een kracht, impulsmoment, enz.
Een grootheid daarentegen, die alleen door haar grootte volkomen bepaald is, noemen we een scalaire grootheid of kortweg scalar .Voorbeelden van scalaire grootheden zijn de temperatuur, de tijd, energie, massa, en volume. Een vector wordt voorgesteld door een gericht lijnstuk, met een beginpunt en een eindpunt. Het eindpunt wordt door een pijlpunt voorgesteld, zie hieronder:

 
                                                                                                     P
                                                                                 v
                                                               O


Als de bovenstaande vector een kracht voorstelt, dan werkt deze kracht in de richting van O naar P. De lengte van de pijl stelt de waarde van de grootheid voor. Een grotere kracht wordt door een langere pijl voorgesteld. ( de schaal is willekeurig: je kan op constructietekeningen 1 cm laten corresponderen met een kracht ter grootte van 10 Newton, of 1 mm met 100 N , afhankelijk van wat het handigste is.) 
Een vector kan op verschillende manieren genoteerd worden. In de literatuur is er (helaas) geen standaardnotatie. In deze module kiezen we ervoor de vector voor te stellen door een vette letter met wel of niet een index, dus v of w  of v1 of v2 , enz. We beperken ons tot vectoren die hun beginpunt in de oorsprong van het platte vlak hebben of in de oorsprong van een driedimensionaal x,y,z-assenstelsel. In het tweedimensionale geval maken we gebruik van het bekende cartesische vlak, met een horizontale x-as en een vertikale y-as, die elkaar in de oorsprong O(0,0) snijden. De vector (3,4) is dan de vector met beginpunt O(0,0) en eindpunt x=3 en y=4. Zie figuur 1, blz 3 : 
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                                                                                                                             3
Twee gebruikelijke notaties voor deze vector zijn:        (3,4)      of :
                                                                                                                             4

De eerste notatie wordt een rijvector genoemd. Indien we de tweede notatiewijze gebruiken, dan wordt  deze vector een kolomvector genoemd; het bovenste getal in deze notatiewijze geeft de x-coördinaat aan en het onderste getal de y-coördinaat. Deze rijvector en kolomvector is de eerste voorbeelden van een matrix in deze module. We komen hierop terug. De vector – v is een vector die even groot is als de vector v , doch tegengesteld van richting. 

                                                                                                            -3
We kunnen deze vector – v  noteren als:    (-3,-4)    of als :
                                                                                                            -4
 
                                                                                              3                    -3                   0 

Dan geldt :                                      v      +      (-v)     =                    +                    =                    =    O
                                                                                              4                    -4                   0

De nulvector O is de vector waarvan zowel beginpunt als eindpunt gelijk is aan de oorsprong O(0,0).
Deze vector is de enige vector die zowel geen grootte als geen richting heeft.

Vermenigvuldiging van een vector met een getal

Indien we de vector  v  uit de vorige paragraaf met b.v. 3 vermenigvuldigen, dan verstaan we onder deze vermenigvuldiging de vector 3v , die gelijkgericht is als v, maar drie keer zo lang is.  

                                                                                                         3                   9
We kunnen de vector 3v  noteren als:    (9,12)    dus      3               =   
                                                                                                         4                  12
 
Vermenigvuldig je daarentegen v met het getal -5 , dus je maakt de vector -5v , dan heb je een vector gemaakt die tegengesteld gericht is aan v en 5 maal zo groot is. 

Opgave 1:   De vector v is gelijk aan (7,5). Bepaal de vectoren 6v , 23v en -8v. ( Antwoorden achteraan deze 
                       module).
Het optellen , aftrekken en ontbinden van vectoren. 

Het optellen van vectoren gaat op de meest voor de hand liggende manier: de x-coördinaat van de somvector is de som van de x-coördinaten van de vectoren, die je optelt en hetzelfde geldt voor de y-coördinaat. Een voorbeeld: 

                                                  4                     1                           4+1                     5
                       v    +   w     =                  +                      =                           =
                                                  1                     3                          1+3                      4

De optelling van vectoren heeft een bijbehorend meetkundig beeld, n.l. de bekende parallellogram-constructie . Zie de onderstaande figuur: 
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Het aftrekken van vectoren gaat als volgt :

                                                           3                    1                         3-1                       2
                            v    -   w      =                    -                      =                            =
                                                           4                    3                         4-3                       1

De vector w van vector v aftrekken komt neer op het optellen van vector –w bij de vector v , d.w.z. er geldt :

                                                                      v   -   w   =   v   +   (-w)

Een vecor kan ook ontbonden worden. Het is de omgekeerde handeling van vectoren optellen : zie figuur 1 ,  je hebt de vector a , dan kan je deze vector ontbinden in een component ax langs de x-as met ax = (3,0) en een component ay langs de y-as met ay = (0,4).


Opgave 2:  De vector v is gelijk aan (8,10) en de vector w is gelijk aan (3,4). Bereken de vector v + w .
                        Teken ook het bijbehorende parallellogram.
Opgave 3:  De vector v is gelijk aan (7,6) en de vector w is gelijk aan (2,2). Bereken de vector v – w.
                        Teken het bijbehorende parallellogram.
Opgave 4:  De vector v is gelijk aan (-3,-12) en de vector w is gelijk aan (-20,-23). Bereken de vector v – w .
                        Teken het bijbehorende parallellogram.
Opgave 5:  Gegeven de vectoren v = (3,4) en w = (-2,5). Bereken de vectoren 5v + 3w en -4v – 6w .


Vermenigvuldiging van vectoren: het inproduct of scalaire product

In de mechanica heeft men vaak te maken met krachten, die arbeid verrichten. Indien je een kracht uitoefent op een voorwerp, dan gaat dat voorwerp bewegen in de richting van de kracht. Je verricht dan arbeid: hoe verder je het voorwerp verschuift, hoe meer arbeid je verricht en er geldt ook dat hoe groter de kracht is, hoe meer arbeid je verricht. Het is dus logisch om te stellen dat arbeid = kracht x weg. Echter, indien de kracht en de afgelegde weg een hoek met elkaar maken, dan moet je de verrichte arbeid anders definiëren. Zie de onderstaande figuur :

                                                                                                                                           F


                                                              V                                                 s                        Fs

Het voorwerp V wordt in de richting van s verplaatst door de kracht, die dezelfde richting als s heeft, en dat is Fs , d.w.z. de component van F in de richting van s, en die is gelijk aan F.cos(F,s) , waarin cos(F,s) de cosinus voorstelt van de hoek tussen F en s . De component van F loodrecht op s draagt niet bij aan een verplaatsing in de richting van s.  Dus de arbeid is dan kracht x weg = Fs x s = F.cos (F,s) x s.  De arbeid in deze situatie noem je nu de ver-menigvuldiging van de vectoren F en s , dus :

                                                              Arbeid  =    F . s   =   F . s . cos ( F, s )

Deze wijze van vermenigvuldigen van de vectoren F en s wordt de scalaire vermenigvuldiging genoemd, omdat er een getal uitkomt, n.l. de hoeveelheid arbeid, en die heeft geen richting. Men hanteert ook wel de uitdrukking scalar product of inwendig product. We kunnen een algemene definitie geven voor het scalarproduct:

	Het  scalarproduct van twee vectoren a en b is het getal a.b = a.b.cos(a,b) , waarin cos(a,b) de cosinus van de hoek tussen a en b voorstelt.



Uit de definitie van het inproduct volgt :

	Indien de vectoren a en b loodrecht op elkaar staan, dan is het inproduct  a.b  gelijk aan nul.



Er geldt ook :

	Het inproduct a.b van vector a (ax, ay, az) met vector b (bx, by, bz) is :  axbx + ayby + azbz



Dit scalarproduct blijkt een uiterst nuttig hulpmiddel te zijn.  

Voorbeelden van een scalarproduct
(1) het inproduct van een vector met zichzelf levert de lengte van deze vector in het kwadraat op :
      (lengte a)2 = a.a = 2.2 + 3.3 + 4.4 = 4 +9+16 = 29. Dus de lengte van a is de wortel uit 29.
(2) Het inproduct van de vectoren a (2,3,4) en b (3,4,5) , waarin de drie getallen de componenten langs 
      de x-as, y-as en z-as voorstellen, is gelijk aan 2.3 + 3.4 + 4.5 = 6 + 12 + 20 = 38. 
(3) De vectoren (3,0,0) en (0,0,4) staan loodrecht op elkaar want 3.0 + 0.0 + 0.4 = 0.

Opgave 6:  Teken de vectoren x en y en bereken het inproduct van x en y : 

                      3                 6                              -2                  4                                    -3                          4    
  (a)      x =               y =                   (b)   x =            y  =                      (c)    x  =                 en   y  =  
                      4                 3                               8                -23                                  -12                       13

Opgave 7:  Bereken het inproduct van de vectoren a (1,2,3) en b ( 4,5,6) . We kunnen a en b ook als 
                        kolomvectoren schrijven: 
                                                                   1                                          4
                                                   a    =        2                           b    =      5
	                                                      3	                               6	       

De bovenste getallen zijn x-componenten, de middelste de y-componenten, de onderste de z-componenten.

Opgave 8:  Welke van de volgende paren vectoren staan loodrecht op elkaar?

           24             50            -7            7                 8              -7                  10           -2                 4            -1  
  (a)            en              (b)          en           (c)              en               (d)       4     en   4        (e)     3   en    -2    
           50           -24             4            4             - 14               4                    1             3                 2             5  



Vermenigvuldiging van vectoren: het uitproduct of vectorproduct

Uiterst handig, b.v. in de mechanica, is een tweede definitie van het product van twee vectoren a en b :

	Onder het vectorproduct of uitproduct van 2 vectoren a en b verstaat men de vector a x b . Deze vector a x b staat loodrecht op de vectoren a en b , dus loodrecht op het vlak, waarin a en b liggen. De richting van deze vector vindt men door met een kurketrekker over de kleinste hoek in de richting van a naar b te draaien. De richting waarin de kurketrekker zich gaat bewegen, is gelijk aan die van a x b.  De grootte van  a x b wordt gegeven door a.b.sin(a,b) .



Het praktisch nut van deze definitie valt meteen in het oog als je bijvoorbeeld denkt aan het losdraaien van een sterk vastgeroeste bout B. Gebruik je een engelse sleutel van b.v. 20 cm lang ( zie onderstaande figuur: r1 = 20 cm )  dan heb je een grote kans dat je de bout niet loskrijgt. Gebruik je daarentegen een zeer lange sleutel, dan blijkt het losdraaien veel makkelijker te gaan. Zie de onderstaande twee figuren: 

                      B                                                                                                              B
                 r1   
                                                
                                                     F	F

                                                                                                                     r2

                           bovenaanzicht


                                                                                                                                                           F. sin (F,r)

Alleen de krachtcomponent die loodrecht op r1 en r2 staat, draagt bij aan het losdraaien van de moer. Bij de kleine sleutel is dat F , bij de lange sleutel staat F niet loodrecht op r2  en is alleen de component F.sin(f,r) van belang voor de verrichte arbeid.Vandaar het optreden van de sinus in de definitie. 
Voeren we nu het vectorproduct F x r  in, dan hebben we een grootheid ingevoerd, die prima in staat is te voor-spellen of de bout losgaat of niet. Dit vectorproduct F x r wordt het moment van de kracht F ten opzichte van B genoemd en r wordt de arm van de hefboom genoemd. Hoe groter deze hefboom, hoe meer kans de bout los te krijgen. Dus: moment = kracht x arm = F x r = F.r.sin(F,r) . De vector F x r staat loodrecht op F en r, dus “ komt loodrecht uit de bladzijde die je leest en naar je toe” . Het beginpunt van deze vector wordt in B geplaatst. Let op: uit de vectordefinitie volgt dat de vector r x F  “ juist het papier ingaat” , dus:    r x F  =  - F x r .
Tot slot de volgende rekenregel :

	
                     ax                          bx                                         aybz – azby 
           a  =    ay      en   b   =     by        dan      a x b   =      azbx – axbz
                     az                           bz                                         axby - aybx




 
Opgave 9:  Bepaal het uitproduct ofwel vectorproduct van de vectoren v ( 3,4,0) en w (5,12,0). Hoe groot is deze 
                        vector en hoe is hij gericht? In de positieve z-richting of in de negatieve z-richting ? We hanteren het 
                        gebruikelijke 3-dimensionale rechtsdraaiende assenstelsel, d.w.z. we vinden de richting van de z-as 
                        door de kurketrekker te draaien van de x-as naar de y-as. De voortbewegingsrichting van de kurke-
                        trekker is dan de richting van de positieve z-as.

Opgave 10: Bereken het uitproduct van a en b met :
                 4                      1                          -2                    6                            1                     1
(a)  a  =   2    en   b  =    2         (b)  a  =     3     en  b =    1         (c)   a  =    2    en   b =    2
                5                      3                            0                     0                           3                     3


Definitie van een matrix

Stel een digitaal elektrisch signaal bestaat uit 3 componenten :  v1 ,  v2  en v3.  Stel verder dat na transformatie van dit signaal via een elektrisch netwerk een nieuw signaal ontstaat met de componenten w1 , w2 en w3.  Ga er van uit dat de  transformatie lineair is:  w1, w2 en w3 zijn te schrijven als een lineaire combinatie van v1, v2 en v3 , b.v. : 

                                                       w1    =     5 v1        +   6 v2        -     7 v3
                                                       w2    =     2 v1       +    3 v2       +   10 v3                                                         (1)     
                                                       w3    =   17 v1        -  11 v2      +     6 v3

In de praktijk heb je meestal niet met drie componenten te maken, maar met zeer grote aantallen componenten. Het blijkt dan veel voordelen te hebben om bovenstaande vergelijkingen op een meer overzichtelijke en compacte manier te beschrijven.  De eerste stap is dan om vergelijkingen (1) als volgt te schrijven:

                                             w1           =        5          6         -7                  v1
                                             w2           =        2          3        10                  v2                                                       (2)                                                   
                                             w3           =       17       -11        6                   v3


We zien getallen, gerangschikt binnen haken. De waarden voor het ingangssignaal  v1 , v2 , en v3  zijn natuurlijk van invloed op de waarden w1 , w2 en w3 van het uitgangssignaal.  Het getalschema ertussen met 9 getallen , gerang-schikt in 3 rijen en in 3 kolommen, is eveneens van invloed op het uitgangssignaal. 
In bovenstaande vergelijking (2) worden het ingangssignaal (v1 , v2 , v3)  en uitgangssignaal (w1,w2,w3)  kolomvec-toren genoemd en het schema van 9 getallen wordt een matrix genoemd. Deze matrix legt eigenschappen van het elektrische netwerk vast en is zelf totaal onafhankelijk van het ingangssignaal en uitgangssignaal. 
Het ingangs-  en uitgangssignaal kunnen opgevat worden als vectoren in een driedimensionaal x,y,z-assenstelsel, met x-as, y-as en z-as loodrecht op elkaar. De matrix “ werkt dan in” op de vector van het ingangssignaal en zet hem om in de vector van het uitgangssignaal , dus de vector v wordt over een bepaalde hoek gedraaid en kleiner of groter gemaakt, of zijn lengte blijft gelijk na de draaiing. Zo bezien krijgt de matrix een meetkundige betekenis. 
Het woord matrix is afkomstig van het woord matrijs. Een matrijs ( = mal ) wordt door een drukker gebruikt om letters in te plaatsen. In de wiskunde is het eenvoudig een manier om uit te drukken dat we een ruimte scheppen (n.l. de ruimte tussen de haken), waarin getallen kunnen worden geplaatst.  Aan de rechterkant van vergelijking (2) zien we een vermenigvuldiging van een matrix met een vector. In feite echter kan een kolomvector ook als een matrix opgevat worden, want een matrix kan algemeen als volgt  gedefinieerd worden:  

	             Een (mxn) matrix is een getallenschema, bestaande uit m rijen en n kolommen. 




Dan zijn de kolomvectoren in het linkerlid en rechterlid van vergelijking (2) dus matrices met 3 rijen en 1 kolom, dus (3x1) matrices , en de matrix aan de rechterkant met 9 getallen is een matrix bestaande uit 3 rijen en 3 kolommen, dus een (3x3) matrix. We kunnen vergelijking (2) derhalve een matrixvergelijking noemen.                                                     
De tweede stap, die van groot praktisch nut blijkt te zijn, is om matrices te noteren als hoofdletters,  meestal vet gedrukt. En goede notatie scheelt alles! Een kolomvector wordt dan als uitzondering met een kleine vette letter aangegeven. (Maar er zijn meer notaties in gebruik). Vergelijking (2) wordt dan “ingedikt” op de volgende manier: 
                                                                            w  =  A v                                                                                  ( 3 )  

Vergelijking (3) is een eerste begin van matrixalgebra. De rechterkant van vergelijking (2) wordt opgevat als een vermenigvuldiging van de matrices A en v. We moeten deze matrixvermenigvuldiging  wat nauwkeuriger gaan bekijken. De matrixvermenigvuldiging zal in de volgende paragraaf uitgelegd worden.

Opgave 11:  Hoeveel rijen en hoeveel kolommen hebben de drie matrices in vergelijking (2) ? Zie ook vgl (3): Vul de waarden voor m, n,o,p,q,r  in in de zin : w is een (m,n) matrix , A is een (o,p) matrix, v is een (q,r) matrix.


Vermenigvuldiging van matrices 

Een matrix bestaande uit m rijen en n kolommen wordt genoteerd als een (mxn) matrix. Stel nu dat je de (mxn) matrix A wilt vermenigvuldigen met de (qxr) matrix B , preciezer gesteld: je wilt berekenen de productmatrix AB. Dan is die vermenigvuldiging alleen zinvol en mogelijk indien het aantal kolommen van matrix A gelijk is aan het aantal rijen van matrix B , dus als geldt dat n = q. Willen we echter de produktmatrix BA berekenen dan moet het aantal kolommen van B gelijk zijn aan het aantal rijen van matrix A , dus dan moet gelden dat r = m. Let erop dat de matrixvermenigvuldiging niet commutatief is.  Bij matrices iis bijna altijd AB ongelijk aan BA.  In het volgende zullen verschillende voorbeelden van een matrixvermenigvuldiging gegeven worden.
Bij  matrixvermenigvuldiging is  misschien het volgende “ geheugensteuntje” handig: vermenigvuldig je de (mxn) matrix A met de (qxr) matrix B , dan is dit alleen mogelijk als n = q , dus we vermenigvuldigen eigenlijk een  (mxn) matrix A met een (nxr) matrix B . Er ontstaat dan de (mxr) productmatrix AB. Het “geheugensteuntje” is : 

	(mxn)  * (nxr)  = (mxr) , dus je laat tweemaal de n in het midden verdwijnen en “ dikt in” tot  (m,r).




Algemeen: vermenigvuldig je de mde rij van de eerste matrix met de nde kolom van de tweede matrix dan heb je het element van de productmatrix en wel in de mde rij en in de nde kolom.   Zie het eerste onderstaande voorbeeld :

Voorbeeld 1:      2  3  4         7  8  9               2.7+3.3+4.2   2.8+3.5+4.8    2.9+3.2+4.6                  31  63   48
                             4  5  6         3  5 2      =       4.7+5.3+6.2   4.8+5.5+6.8   4.9+5.2+6.6        =      55  105  82         
                             1  2  3          2  8 6               1.7+2.3+3.2   1.8+2.5+3.8   1.9+2.2+3.6                   19    42  31


                                                                   3
Voorbeeld 2:   De (2x1) matrix A is :            en de (1x2) matrix B is :   1   2  
                                                                   4
Dan is de productmatrix AB via het “geheugensteuntje”  (2,1)*(1,2) = (2,2) een (2x2) matrix. Dus :     

                                                                  
                                                           3                            3.1     3.2               3     6
                                          AB :                   1   2      =                             =                     .            
                                                           4                             4.1    4.2               4     8

In de productmatrix AB staat in de eerste rij en in de eerste kolom het cijfer 3 , dat verkregen is door de eerste rij van A te vermenigvuldigen met de eerste kolom van B. Op deze wijze ontstaan de elementen van de productmatrix: je vermenigvuldigt stapsgewijs een rij met een kolom. Hier heb je maar 1 stap nodig.

Voorbeeld 3:
Nu BA berekenen :  ( 1  2  )       3       =  ( 1.3 + 2.4 )  =  (11).   We zien dat de productmatrix BA een (1x1) matrix is.
                                                       4
Terugkerend naar vergelijking (2) : de matrix A is een (3x3) matrix en de kolomvector v is een (3,1) matrix. Na vermenigvuldiging moet een (3,1) matrix w ontstaan en dat klopt: je vermenigvuldigt driemaal een rij van matrix A met de enige kolom van matrix v: (3x3)*(3,1) = (3,1).

Opgave 12:  Wanneer A een (2x3) matrix is, B een (3x2) matrix en C een (3x3) matrix, welke van de nu volgende  
                           matrixvermenigvuldigen zijn gedefinieerd en wat is het aantal rijen en kolommen van de product-    
                           matrix:   (a) AB      (b) BA      (c) AC      (d) CA      (e) BC      (f) CB ?

                                                                                           2   1
Opgave 13:  Gegeven     A  =    1  -1   2      ,   B =    0  2       en         C   =    1  -1
                                                           0  3  -1                     1  3                                2  1

                            Bereken dan:   (a)  AB   (b)  BA   (c)  CA   (d)  BC

Opgave 14:   Bereken :          1   0   -1             1   1    1  
                                                      -1    1    0             1   1   1 
                                                        0  -1    1             1   1   1

Opgave 15:  Toon aan dat voor de matrices      A    =          a   b       en       B     =       c  d 
                                                                                                         -b   a                                  -d  c

                           geldt dat AB = BA , ongeacht de waarden van a, b , c en d.
                                                                                                                                   2
Opgave 16:  Bereken  AB  en  BA  voor:   A = (  3 2  3  )   en          B   =      4
                                                                                                                                  -4
                                                                                                                                 
                                                                                                                                  
                                                                                                                                  
Optelling van matrices

Het is alleen mogelijk om matrices op te tellen indien de matrices een gelijk aantal rijen en kolommen hebben.
Veronderstel dat een ingangssignaal u ( met componenten u1 , u2 en u3 ) in een elektrische schakeling wordt omgezet in een uitgangssignaal w ( met componenten w1 , w2 en w3 ) via de nu de volgende lineaire transformatie : 

                                                         w1   =   3u1   +   2u2   +     u3
                                                         w2   =   2u1   –   2u2   +   2u3                                                                                                              (4)
                                                         w3   =     u1   +   4u2   –   3u3

Bovenstaande 3 lineaire vergelijkingen kunnen zoals nu bekend in matrixnotatie geschreven worden : 

                                                    w1                   3    2    1             u1
                                                    w2         =        2  -2    2             u2                                                                          (5)
                                                    w3                   1    4  -3             u3

Nemen we als ingangssignaal u1 = 2 , u2 = 4 en u3 = 6 , dan vinden we voor w1 , w2 en w3 :


                                 w1                3  2  1           2               3.2  + 2.4  +  1.6                20
                                 w2       =       2  -2  2          4       =      2.2  -  2.4  +  2.6       =        8                                 (6)
                                 w3                1  4  -3          6                1.2  + 4.4  -  3.6                  0  

In matrixalgebra kunnen we de bovenstaande vergelijking (6) als volgt schrijven : 

                                                                                                       20
                                                                 w      =      A u     =         8                                                                 (7)
                                                                                                         0

met  u de kolomvector voor het ingangssignaal en A de (3x3) matrix. En w stelt het uitgangssignaal voor.
Veronderstel dat op een ander punt in de elektrische schakeling hetzelfde ingangssignaal u ( met componenten u1 , u2 en u3 ) wordt ingebracht welke wederom via een lineaire transformatie wordt omgezet in het uitgangssignaal y met componenten y1 , y2 en y3 :

                                                               y1   =   2u1  –  3u2  +  4u3 
                                                               y2   =   2u1  + 4u2   +   u3                                                                   (8)
                                                               y3   =  -4u1 –  5u2  +  6u3 

Geschreven in matrixnotatie wordt (8) de volgende matrixvergelijking : 

                                                        y1                      2  -3    4              u1                
                                                        y2         =           2    4   1              u2                                                         (9)     
                                                        y3                     -4  -5   6              u3                  

Met weer u1 = 2 , u2 = 4 en u3 = 6 vinden we voor y1 , y2 en y3 :

                                y1               2  -3  4         2                2.2  -  3.4  +  4.6                  16
                                y2      =      2   4   1         4       =       2.2  + 4.4  +  1.6        =       26                                   (10)
                                y3             -4  -5  6          6               -4.2  -  5.4  +  6.6                   8   

In matrixalgebra kunnen we de bovenstaande vergelijking (10) wederom als volgt schrijven : 

                                                                                                        16
                                                                 y      =      B u     =          26                                                                 (11)
                                                                                                          8

Stel de uitgangssignalen y en w komen op hetzelfde punt uit het netwerk en stel verder dat het totale uitgangssignaal de som van w en y is. Dan ontstaat het totale uitgangssignaal s = w + y , gegeven door : 

                                 s1                   w1                y1                 20                   16                     36
              s      =         s2        =         w2       +       y2        =         8         +        26         =          34                         (12)
                                 s3                   w3                y3                    0                      8                       8

Gebruiken we nu matrixalgebra, dan kunnen we opschrijven :

                                                      s    =    w    +    y     =    Au    +    Bu                                                              (13)
 
We komen echter tot hetzelfde resultaat via een matrixoptelling, indien we de matrixoptelling definiëren op de volgende manier:
 
                                 3  2    1                2   -3   4                   3+2    2-3   1+4                    5  -1   5
       A   +   B  =        2  -2   2       +       2     4   1        =        2+2  -2+4   2+1        =         4    2   3
                                1   4  -3                -4    -5   6                  1-4     4-5  -3+6                 -3  -1    3

Matrixoptelling wordt dus op de meest voor de hand liggende wijze gedefinieërd: elementen die in dezelfde rij en in dezelfde kolom staan, worden bij elkaar opgeteld. Het is nu ook meteen duidelijk dat beide matrices een gelijk aantal rijen en kolommen moeten hebben. Is dit niet het geval,  dan is er geen zinnige definitie van de optelling van matrices mogelijk.

We kunnen dus de berekening van het uitgangssignaal versnellen door eerst de sommatrix A + B van de afzondelijke matrices A en B te bepalen en vervolgens het ingangssignaal u met deze sommatrix te vermenig-vuldigen:

                          s1                               5  -1   5           2            5.2  -1.4  + 5.6            36
             s   =      s2      =  (A+B)u =      4   2   3           4      =    4.2 + 2.4 +3.6       =    34                                    (14)                                          
                          s3                               -3 -1   3           6            -3.2 -1.4 + 3.6               8

 Blijkbaar geldt in de geschetste situatie:   S   =   Au  +  Bu    =    (A+B) u                                                   (15)



Opgave 17: Matrices zijn gelijk als de corresponderende elementen gelijk zijn. Gegeven nu de matrices A en B : 

                        A     =         a   b   c         en      B      =        1   2   3                          Bereken a, b,c,x, y en z.
                                           x   y   z                                       4   5   6                 

Opgave 18:  Bereken de sommatrix A  +  B  van :      A    =      1   -1    3             B   =        3   1   0  
                                                                                                              -1    0    2                           -1   2   3
       
Opgave 19:   Je kan de matrix  ook met een getal vermenigvuldigen :    

                                                          4    -5     7                   4k   -5k    7k
                                                 k       3     4     5        =         3k     4k    5k
                                                          2    -2   -3                    2k   -2k   -3k                            

      Dit wetende, bereken dan de volgende matrixoptelling: 

                                    2   1   3                         6  -2    3                     -5    6    10
                            2    -5   6   7         +      4      3   5   -6          -    7    2     3    -1
                                   3   8   -2                         1   1    2                      8     7     7 
                                   2   5    3                        -2  -2  -3                      8     5     2



Het begrip determinant

Beschouw het volgende lineaire stelsel van twee vergelijkingen met twee onbekenden x en y : 

                                                                    a1 x   +   b1 y     =     k1                           
                                                                    a2 x   +   b2 y     =     k2                                                                                                    (16)

In matrixnotatie:    
                                                              a1  b1          x                 k1
                                                                                          =                                                                          (16A)
                                                              a2  b2          y                 k2

     
                                                                             k1b2 – k2b1                                        a1k2 – a2k1
De oplossing van dit stelsel is  :    x   =                                        en   y  =    	   (17)
                                                                              a1b2 – a2b1                                        a1b2 – a2b1

Het getal in de noemer wordt de determinant genoemd. Determinant betekent letterlijk de bepalende factor en inderdaad is dit getal erg belangrijk en heeft meerdere betekenissen. Om maar iets te noemen: is dit getal gelijk aan nul, dan heeft het stelsel geen oplossing. Men is ertoe gekomen de volgende notatiewijze te hanteren: 

                                                     k1   b1                                                      a1  k1
                                                      k2   b2                                                     a2  k2
                                  x    =                                          en             y  =  	                                 (18)
                                                     a1  b1                                                       a1  b1
                                                     a2  b2                                                       a2  b2

In de noemer staat weer de determinant , maar anders genoteerd: 

                                                             a1  b1
                                                                                =   a1b2 – a2b1                                                             (19)                                                                                                
                                                             a2  b2   

Dit is een 2x2 determinant, d.w.z. een determinant bestaande uit 2 rijen en 2 kolommen. Deze determinant behoort bij de (2x2) matrix in vergelijking (16A). In feite hoort bij elke matrix een unieke determinant.
Deze manier van noteren van determinanten heeft o.a. als voordeel dat je gemakkelijk de formule voor de onbekende kunt opschrijven: wil je x  bepalen, dan zet je in de teller niet de determinant a1b2-a2b1 neer die in de noemer staat, maar de determinant die ontstaat door in de eerste kolom de getallen a1 en a2 te vervangen door de getallen k1 en k2 die in het rechterlid van de vergelijkingen (16) staan.
Hetzelfde principe geldt ook voor de onbekende y , dan staat  y in de tweede kolom en daarom moeten we in de tweede kolom in de determinant de getallen b1 en b2 vervangen door de coefficienten k1 en k2.
Deze berekeningswijze wordt de regel van Cramer genoemd.

Opgave 20:   Bereken de volgende (2x2) determinanten: 

                  1   -1                   -5      -4                     a    b                       25   25                         xy     yz
       (a)                      (b)                           (c)                           (d)                              (e)
                  2    3                     8     -3                     c      d                       26  24                          xz     yz

Op analoge wijze kan je snel ook oplossingen van een stelsel van drie vergelijkingen met 3 onbekenden opschrijven, evenals een stelsel van 4 vergelijkingen met 4 onbekenden, een stelsel van 5 lineaire vergelijkingen met 5 onbekenden, enz. Als voorbeeld een stelsel van drie vergelijkingen met 3 onbekenden : 

                                                                         a1x  +  b1y   +  c 1z     =     k1                                                               (20a)
                                                                         a2x  +  b2y   +  c2z     =      k2                                                                                                 (20b)
                                                                         a3x  +  b3y   +  c3z     =      k3                                                               (20c)

We vinden z  door in de 3de kolom de getallen c1 , c2 en c3 vervangen door de getallen k1 , k2 en k3 , dus: 
                                                                                         a1  b1  k1
                                                                                         a2  b2  k2  
                                                                                         a3  b3  k3 
                                                  z             =                 	                                                                                           (21)
                                                                                         a1  b1  c1
                                                                                         a2  b2  c2 
                                                                                         a3  b3  c3

Deze determinanten, nu bestaande uit 3 rijen en 3 kolommen, kan je berekenen door ze te reduceren tot een som van kleinere determinanten. Dit kan via een ontwikkeling langs een rij, of een ontwikkeling langs een kolom. Ook veel grotere determinanten kunnen op deze wijze afgebroken worden tot uiteindelijk (2x2) determinanten.

Ontwikkelen we de determinant in de noemer langs de eerste rij, dan krijgen we : 
                                                                
          a1  b1  c1                                b2  c2                                 a2  c2                                 a2    b2
          a2  b2  c2            =     a1                         +    (-1)1 b1                    +    (-1)2 c1	                             (22)
          a3  b3  c3                                         b3   c3                                 a3  c3                                 a3   b3

De bovenstaande drie kleinere determinanten worden minoren genoemd. De eerste kleine determinant is de minor van het element  a1 , de tweede determinant is de minor van a2 en de derde determinant is de minor van het a3 .  De minor van een element kan verkregen worden door de rij en de kolom waarin het element staat, uit de determinant te verwijderen. We houden dan een determinant over met een rij en een kolom minder.


Opgave 21:    Bereken de minoren van de elementen a1,1 , b2,2 , en c2,3  in de onderstaande determinant :

                                                                               1    4     7
                                                                              -1    3   -2
                                                                               0    1     3

De minor, vermenigvuldigd met (-1)i+j , waarin i het rijnummer is van een element uit de determinant en j het kolomnummer van dat element, heet de cofactor van dat element. Een voorbeeld: kijken we b.v. naar het element b3 van de determinant in vergelijking 22, dan is i = 3  want b3 zit in de derde rij en j=2 want b3 zit in de tweede kolom. De cofactor van b3 is dan (-1)i+j x minor van b3 en dat is gelijk aan:

                                                a1  c1
       cofactor b3  =  (-1)i+j                     = (-1)3+2  (a1c2 – a2c1)   =   -(a1c2-a2c1)   =   a2c1-a1c2                                    (23)
                                                a2  c2

Opgave 22:    Bereken de cofactoren van de elementen a1,1 , b2,2 , en c2,3  in de onderstaande determinant :

                                                                               1    4     7
                                                                              -1    3   -2
                                                                               0    1     3


Het principe om een determinant uit te rekenen is dus als volgt:

(1)  je schrijft de opeenvolgende  getallen uit de eerste rij neer.
(2)  Voor elke stap die je naar rechts gaat moet je een minteken toevoegen: 1 stap naar rechts is 1 min-
       teken, dus een min toevoegen. Twee stappen naar rechts betekent tweemaaal een min en dat wordt 
       weer een plus, enz. Dat geldt ook als je een stap in de vertikale richting naar beneden gaat.
(3)  De onderdeterminanten kan je bepalen door de rij en de kolom, waarin de coefficiënt van de deter-
       minant staat, weg te denken. Neem b.v. de coefficiënt b1 , welke staat in de eerste rij en de tweede 
       kolom. Verwijder nu de eerste rij en de tweede kolom en je verkrijgt de juiste (2x2) determinant.
(3)  Bereken deze (2x2) determinanten .

Het doorlopen van deze 3 stappen geeft voor de determinant in de noemer :
                   a1  b1  c1                          
                   a2  b2  c2       =      a1(b2c3-b3c2)    -    b1(a2c3-a3c2)    +    c1(a2b3-a3b2)                                          (24)
                   a3  b3  c3                                


ofwel :     

                   a1  b1  c1                           
                   a2  b2  c2      =     a1b2c3  -  a1b3c2  -  a2b1c3  +  a3b1c2  +  a2b3c1  -  a3b2c1                                     (25)
                   a3  b3  c3                                


Het berekenen van de determinanten in vergelijking (21) volgens deze geschetste methode levert de volgende uitdrukking voor z op :
 
                                         a1b2k3 – a1b3k2 – a2b1k3 + a3b1k2 + a2b3k1 – a3b2k1 
                         z     =                                                                                                                                             (26)
                                          a1b2c3 – a1b3c2 – a2b1c3 + a3b1c2 + a2b3c1 – a3b2c1

Een getallenvoorbeeld:  kies a1 = 5 , b1 = 2 , c1 = 3, a2 = 4 , b2 = -3 , c2 = -2 , a3=7, b3=4, c3= 5. We komen deze getallen tegen indien we het onderstaande stelsel van drie vergelijkingen met drie onbekenden willen oplossen:
   
                                                                   5x1   +   2x2  +  3x3    =    18 
                                                                   4x1   -    3x2  -   2x3    =     -8                                                             (37)
                                                                   7x1   +   4x2  +  5x3    =    30

In matrixnotatie :                        
                                                               5   2    3           x1                       18
                                                               4  -3  -2           x2         =            -8	                                 (38)
                                                               7   4    5           x3                       30  

We berekenen x1 , x2 en x3 via de zojuist geschetste determinantentechniek :

               18  2  3
              -8  -3 -2
               30  4  5                    18(-3.5-(-2)4) -2(-8.5-(-2)30) +3(-8.4-(-3).30)                 -126 -40 +174              8
x1 =                            =                                                                                                    =                                  =               =   1
               5   2    3                   5(-3.5-(-2).4)-2(4.5-(-2).7)+3(4.4-(-3).7)                          -35-68+111                   8
               4  -3  -2
               7   4    5
             5  18   3
             4   -8 -2
             7  30   5                      5(-8.5-(-2).30)-18(4.5-(-2).7)+3(4.30-(-8).7)                    100-612+528           16
x2 =                               =    	 =	 = 	=   2
             5   2    3                         5(-3.5-(-2).4)-2(4.5-(-2).7)+3(4.4-(-3).7)                           -35-68+111             8
             4  -3  -2
             7   4    5


             5   2  18
             4  -3  -8
             7   4  30                       5(-3.30-(-8).4)-2(4.30-(-8).7)+18(4.4-(-3).7)                   -290 -352+666              24
x3 =                               =                                                                                                  =                                     =               =   3      
             5   2    3                       5(-3.5-(-2).4)-2(4.5-(-2).7)+3(4.4-(-3).7)                            -35-68+111                  8
             4  -3  -2
             7   4    5



Opgave 23:  Bereken de volgende determinanten :

                                                                                        1   -1   1   2
                          97   2    -1                                             3    0   9   1                                            a  x  y
              (a)         1    0    0                           (b)              0    0   2   0                    (c)                   0  b  z
                          99   -1    2                                             4    1  -8   3                                           0  0  c

Opgave 24:   Bereken de volgende determinant door ontwikkeling langs de eerste kolom : 

                                                                                1    4     7
                                                                               -1    3   -2
                                                                                0    1     3
 
Opgave 25:   Wat wordt het antwoord als je determinant uit vraag 23 naar de eerste rij ontwikkelt?

Opgave 26:  Bereken met behulp van de regel van Cramer de oplossing van het volgende lineaire stelsel:

                                                                        3x    +   2y   +   4z    =      19
                                                                          x    -    3y   -    5z    =     -20
                                                                         7x   +    y    +   5z     =     24  

Opgave 27:  Bereken met behulp van de regel van Cramer de oplossing van het volgende lineaire stelsel:

                                                                        3x    +   2y   +   4z    =     17
                                                                          x    -    3y   -    5z    =      -8
                                                                         7x   +    y    +   5z     =    28  

Opgave 28:  Bereken met behulp van de regel van Cramer de oplossing van het volgende lineaire stelsel:

                                                                        2x    +   3y   +     z    =      13
                                                                          x    +     y   +     z     =       3
                                                                         5x   -     y    +  10z   =    -24  
De inverse matrix

Voorbeelden uit vorige paragrafen hebben ons al geleerd dat de matrixvermenigvuldiging niet commutatief is dus er geldt niet dat AB = BA, behoudens uitzonderingen. 
Bij getallen is het product wel commutatief ( 5x3 = 3x5 =15), je hebt ook een optelling bij de getallen en er is sprake van een eenheidselement, n.l. het getal 1, met de eigenschap dat 1 x a =  a.  Voor matrices kan je ook een optelling definiëren mits aan bepaalde voorwaarden voldaan is en er is ook een eenheidselement bij matrices , n.l. de identiteitsmatrix  I .  De matrix I is een vierkante  matrix , een matrix waarvan het aantal rijen gelijk is aan het aantal kolommen. Deze matrix heeft als elementen allemaal nullen, behalve de elementen die op de hoofddiagonaal zitten, dus de elementen waarvan het rijnummer gelijk is aan het kolomnummer. Zie hieronder voorbeelden van identiteitsmatrices: 
                                                                    
                                                                                   1   0   0   0                                           1   0    0    0    0
   (2x2)   :  I  =       1   0                  (4x4) :  I   =       0   1   0   0               (5x5)  : I  =          0   1    0    0    0
                               0   1                                            0   0   1   0                                            0   0    1    0    0                 
                                                                                   0  0    0   1	               0   0    0    1    0                
                                                                                                                                                 0  0    0     0   1                          (39)                                                                                                                                                                                                        
                          1   0   0                                   
    (3x3) :  I  =   0   1    0                (1x1) :  I   =      (1)                                                                                                                                         
                          0   0    1                                                            

Nu een voorbeeld om te laten zien dat de eenheidsmatrix I  “een beetje lijkt” op het getal 1. Beschouw de (3x3) eenheidsmatrix I :    

 	  1   0    0
                                                                I      =                 0    1    0
	  0   0    1

En neem de (3x3) matrix A :
	 12   4    1
	                      A    =  	 38   6  22
	 19  -1  20          

We berekenen nu AI en dan blijkt dat geldt : AI = A :   
 
            12   4    1          1   0   0             12.1+4.0+1.0       12.0+4.1+1.0     12.0+4.0+1.1                        12    4    1
AI =   38   6  22            0   1   0      =     38.1+6.0+22.0    38.0+6.0+22.0   38.0+6.0+22.1       =            38    6   22         (40)
          19  -1  20            0   0   1             19.1+-1.0+20.0   19.0+-1.1+20.0 19.0 -1.0+20.1                     19   -1   20


Hetzelfde resultaat vinden we indien we IA berekenen, dus er geldt : AI = IA = A . ( Een duidelijke parallel met 3 x 1 = 1 x 3 = 3 ).

Terug naar de hoofdlijn: vergelijking (3)  w =Av  kan gedetailleerder opgeschreven worden als :

                                                 w1                   a1  a2  a3                 v1
                                                 w2        =         b1  b2  b3                v2                                                                     (41)
                                                 w3                             c1  c2   c3                v3

Ons doel is nu om via matrixvermenigvuldiging uit het uitgangssignaal w het ingangssignaal v te berekenen, dus een omgekeerde operatie. Daarvoor is het nodig de inverse matrix van matrix A te vinden, welke genoteerd wordt als:
                                                                                            
                                                             inverse matrix van A  :     A-1

De inverse matrix  A-1   “neutraliseert”  de werking van A op v.  We kunnen dan snel en bondig in matrix-algebra schrijven : 
                                                        A-1   w      = A-1   A  v      =     I v      =     v                                                   (42)

De inverse matrix wordt nu in vier stappen berekend: 

Stap 1 :  De berekening van de determinant van de matrix A. We berekenen deze determinant A door ontwikkeling langs de eerste rij . Zie hiervoor paragraaf 15 :

                                            a1   a2  a3
                           A      =      b1   b2  b3       =   a1 ( b2c3-b3c2 ) – a2 (b1c3-b3c1 )  +  a3 (b1c2 –b2c1)                    (43)
                                            c1   c2  c3

 Stap 2 : De berekening van de cofactoren van de elementen van A

Wat zijn cofactoren? Neem als eerste voorbeeld het element a1 , zie vergelijking (41) .   De cofactor A11 is nu de determinant van de matrix die ontstaat door de rij en de kolom waarin a1 staat, weg te denken.
Dus A11 is gelijk aan :                      
                                                                            b2  b3
                                                           A 11 =                      =  b2c3  - b3c2                                                            (44)
                                                                             c2  c3

De overige cofacoren A12 , A13 , A21 , A22 , A23 , A31 , A32 , en A33 ontstaan op gelijke wijze, echter met de aantekening dat je Aij altijd moet vermenigvuldigen met (-1) i+j , waarin i het rijnummer en j het kolomnummer aangeeft. Zo ontstaan de overige 8 cofactoren :

                                b1    b3                                      b1  b2                                a2   a3                                 a1   a3   
     A12   = (-1)1+2                          A13  = (-1)1+3 =                       A21  =(-1)2+1                       A22  = (-1)2+2                  
                                c1     c3                                     c1   c2                                 c2   c3                                   c1 c3 

                                  a1   a2                                      a2   a3                                  a1   a3                                  a1  a2
     A23  = (-1)2+3                            A31 =(-1)3+1                           A32  =(-1)3+2                       A33 = (-1)3+3
                                 c1  c2                                        b2  b3                                    b1  b3                                   b1  b2


Stap 3 : stel nu de matrix Aij van deze cofactoren samen :

                                                                               A11 A12  A13
                                                      Aij   =                A21  A22  A23                                                                            (45)
                                                                               A31  A32  A33

Stap 4:  Verwissel in de matrix Aij de rijen en kolommen. In officiële taal heet dit het transponeren van
              de matrix Aij . We verkrijgen de onderstaande getransponeerde matrix, aangegeven met AijT 

                                                                                A11 A21   A31
Getransponeerde van  Aij   =   Aij T   =              A12  A22  A32                                                                           (46)
                                                                                A13  A23  A33
  
Stap 5  : En dan de laatste stap: deel alle elementen in deze getransponeerde matrix door de determinant van matrix A, dus deel door detA , ook genoteerd als   A   . We krijgen dus: 

                                      1            A11  A21  A31                 A11/detA       A21/detA        A31/detA
                      A-1  =                     A12  A22  A32            =      A12/detA       A22/detA        A32/detA	               (47)
                                   detA         A13  A23  A33                A13/detA       A23/detA        A33/detA


Getallenvoorbeeld van de berekening van een inverse matrix.
We gaan de inverse matrix  berekenen van de onderstaande matrix A : 

                                                                                      2  1   3  
                                                            A     =                4  5  -2
                                                                                      2   1  2        

Stap 1 :  detA = 2(5.2-1.-2) – 1.(4.2 -2.-2) + 3(4.1-5.2)  =  2(10+2) – (8+4) + 3(4-10)  = 24 -12 -18 =  - 6 .

Stap 2: de berekening van de cofactoren :

A11   =   (-1)1+1 ( 5.2 - 1.-2 )  =   12                     A23     =   (-1)2+3  ( 2.1-1.2    )  =    0
A12     =  (-1)1+2  ( 4.2 - 2.-2 )  =  -12                     A31      =   (-1)3+1  ( 1.-2 – 3.5 )  = -17
A13    =  (-1)1+3  (4.1  - 5.2 )     =  -6                                  A32    =   (-1)3+2  ( 2.-2 - 3.4  )  =   16
A21    =  (-1)2+1  (1.2 - 3.1 )    =    1                      A33    =   (-1)3+3  ( 2.5  – 4.1  ) =     6
A22      =  (-1)2+2  (2.2 - 3.2 )    =   -2

Stap 3:  De samenstelling van de matrix Aij van de cofactoren :

                                                                            12    -12     -6
                                                       Aij   =             1       -2       0
                                                                            -17   16       6


Stap 4: Het transponeren van Aij , dus de bepaling van AijT :


                                                                            12     1   -17 
                                                       AijT   =          -12   -2    16
                                                                             -6     0      6


Stap 5: Alle elementen van AijT door detA delen levert de inverse matrix A-1 op :


                                        1             12     1  -17                   -2       -1/6       17/6
                      A-1  =                       -12   -2   16             =         2         1/3       -8/3       
                                       -6             -6     0     6                     1           0           -1


Controleer hier nu zelf dat  A-1A  =  AA-1  = I





Opgave 29: Bereken de getransponeerde van de volgende matrices: 

                  1  -3  1                       1  -3                         2   1   3                          0    3
         (i)     2  -1  4          (ii)         3  -1             (iii)      1  -2  -1             (iv)     -3    0
                                                                                      3  -1   2

                                                                        1   1   1
Opgave 30: Gegeven de matrix A :      2   2   1         Gevraagd:  Bereken de inverse matrix A-1
                                                                        3  -1   2        

ANTWOORDEN  
Opgave 1:  (42,30) ; (161,115) ; (-56,-40)
Opgave 2:  v + w = (11,14)
Opgave 3:  v – w = (5,4)
Opgave 4: v – w =(17,11)
Opgave 5:  5v + 3w = (9,35) ; -4v – 6w = (0,-46)
Opgave 6:  (a) x.y = 6.3 + 4.3 = 30 ; (b) x.y = -2.4 + 8.23 = -192 ; (c) ; x.y = -3.4 + (-12).13 = -168
Opgave 7:  a.b = 1.4 + 2.5 + 3.6 = 32
Opgave 8:  (a) en (e)  loodrecht, de overige gevallen niet loodrecht. 
Opgave 9:  (v x w)x  =  vywz – vzwy  = 4.0 -0.12 = 0
                    (v x w)y =  vz wx – vxwz  = 0.5 – 3.0 = 0
                    (v x w)z =  vxwy –  vywx  = 3.12 – 4.5 = 16 
Dus v x w is gericht langs de z-as in de positieve richting van de z-as. De richting van v x w is te vinden door, over de kleinste hoek, de kurketrekker van v naar w te draaien: de kurketrekker gaat naar boven. De grootte van v x w is gelijk aan lengte v x lengte w x sin(v,w) = 5.13. sin14,25 = 16 . Deze lengte is trouwens ook uit de x- y- en z-component van v x w te bepalen.
Opgave 10:  (a) : (-4,-7,6) ; (b) : (0,0,20) ; (c) : (0,0,0)
Opgave 11:  m=3 , n=1 , o=3 , p=3 , q=3 en r=1.
Opgave 12:  (a) : A(2,3)xB(3,2) levert een (2x2) matrix op  ; (b) : B(3,2)xA(3,3) is betekenisloos 
                      (c) : A(2,3)xC(3,3) levert een (2,3) matrix op ;   (d) : C(3,3)xA(2,3) is betekenisloos 
                      (e) : B(3,2)xC(3,3) heeft geen betekenis ; (f) : C(3,3)xB(3,2) is een (3,2) matrix.

Opgave 13:  AB  =       4  5              BA  =   2  1   3         CA  =   1  -4  3                BC =   4  -1
                                     -1  3                          0  6  -2                     2   1  3                            4   2
                                                                       1  8  -1                                                            7   2

Opgave 14:               0   0   0
                                   0   0   0  
                                   0   0   0 

Opgave 15:            Zowel AB als BA is gelijk aan :   ac – bd    ad + bc
                                                                                       -bc – ad   -bd + ac 
 


Opgave 16:    AB =  2    en      BA   =     6    4    6  
                                                                 12   8   12  
                                                                -12  -8  -12
 

Opgave 17: a = 1 , b = 2 , c = 3 , x = 4 , y = 5 , z = 6 .  

Opgave 18:   A + B   =     4  0  3
                                         -2  2  5    

 Opgave 19:          63    -48    -52
                              -12     11      -3
                              -46    -29    -45
                              -60    -33    -20 

Opgave 20:  (a) : 5 ; (b) : 47 ; (c) : ad – bc ; (d) : -50 ; (e) : xy2z – xyz2 
Opgave 21:  11 ; 3 ; 1
Opgave 22:  11 ; 3 ; -1
Opgave 23:  (a) : -3 ; (b) : 20 ; (c) : abc
Opgave 24: 16
Opgave 25:  16
Opgave 26:  x = 1 ; y = 2 ; z = 1
Opgave 27:  x = 3 ; y = 2 ; z = 1
Opgave 28:  x = 2 ; y = 4 ; z = -3

Opgave 29:    (i)        1    2      (ii)      1   3      (iii)    2   1   3       (iv)     0   - 3
                                   -3  -1                -3  -1               1  -2  -1                 3     0
                                    1    4                                        3  -1   2                  

Opgave 30:           -5/4    3/4    1/4     
                                1/4     1/4    -1/4
                                  2        -1        0
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