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Leerdoelen en onderwerpen


Leerdoelen

Na deze module bestudeerd  te hebben moet de student:

●  Een wel of niet gewogen rekenkundig gemiddelde alsmede een percentage kunnen bepalen

●  Van een verzameling getallen de mediaan kunnen berekenen

●   Van een verzameling getallen de kwartielen en de halve kwartielafstand kunnen berekenen

●  Van een verzameling getallen een bijbehorend boxplot kunnen maken

●   Eenvoudige kansen kunnen berekenen

●  Weten hoe je een verwachtingswaarde moet berekenen

●  Weten hoe je permutaties en combinaties in kansvraagstukken moet toepassen

●  Bekend zijn met de normale verdeling en enkele berekeningen kunnen uitvoeren
 
●  Bekend zijn met de Poisson verdeling en enkele berekeningen kunnen uitvoeren





Onderwerpen 

8.1  De bepaling van een percentage en he berekene van een wel of niet gewogen rekenkundig gemiddelde 

8.2  De berekening van de mediaan

8.3  De berekening van de kwartielen en de halve kwartielafstand van een getallenverzameling

8.4  De constructie van een boxplot, behorend bij een bepaalde getallenverzameling

8.5  Het berekenen van eenvoudige kansen

8.6  Het berekenen van een verwachtingswaarde

8.7  Het toepassen van permutaties en combinaties in kansvraagstukken

8.8  De normale verdeling    

8.9  De Poisson verdeling

8.1  De bepaling van een percentage en het berekenen van een wel of niet 
        gewogen rekenkundig gemiddelde

8.1.1 Het berekenen van een percentage  

Voorbeeld 1:  190 inwoners van Wildevanck werd naar hun mening gevraagd over een aantal door
de gemeente van Wildevanck voorgestelde maatregelen. Zie voor de uitslag de de onderstaande tabel :

	
	mee eens
	geen mening
	oneens
	totaal

	man
	57
	21
	20
	98

	vrouw
	23
	29
	40
	92

	totaal
	80
	50
	60
	190



We kunnen nu m.b.v. deze tabel percentages bepalen. Zo is b.v. het percentage van de mannen dat het met de voorgestelde maatregelen eens was gelijk aan (57/98) * 100 %  =  58,2 % . En als je slechts kijkt naar de groep 
mensen die het met de maatregelen eens waren, dan was (57/80) * 100 * = 71,3 % daarvan een man. En van alle
92 ondervraagde vrouwen had (29/92) * 100 % = 31,5 % geen mening.   En het percentage vrouwen , dat het met de voorgestelde maatregelen eens was, als percentage van de totale steekproef, bedroeg (23/190) * 100 % =  12 %

Opgave 1:   Bij een enquete in Schiedam werden 200 personen gevraagd naar hun stemgedrag.  Zie de tabel :

	
	PvdA
	VVD
	PVV
	Totaal

	Man
	36
	21
	39
	96

	Vrouw
	24
	21
	59
	104

	Totaal
	60
	42
	98
	200



Van alle ondervraagden die op de PVV stemden, is het percentage dat vrouw was gelijk aan:
    (a)       O    50,5   %
    (b)       O    35      %
    (c)       O    60,2   %
    (d)       O   70,2   %
(N.B : de antwoorden staan achteraan in deze studiewijzer!) 

8.1.2 Het berekenen van een rekenkundig gemiddelde

Voorbeeld 2:  Het gemiddelde maandinkomen van een groep van 17 pas afgestudeerde hbo-ers bedraagt €  2160  per maand. Er blijkt echter nog een vrouw bij de groep te horen. Haar maandinkomen bedraagt 
€  2070 per maand.  Van de totale groep van 18 hbo-ers is het gemiddelde inkomen dan gelijk aan:
    (a)       O   € 2115
    (b)       O   € 2075 
    (c)       O    € 2155
    (d)      O    Er zijn te weinig gegevens bschikbaar om het totale gemiddelde te bepalen

Oplossing: Noem je de maandinkomens van de afgestudeerde hbo-ers I1 , I2 , ...t/m I17 , dan wordt het gemiddelde inkomen Igem  berekend door de 17 inkomens op te tellen en daarna door 17 te delen :

                                              Igem  =  ( I1  +  I2  +  I3  +  ...  +  I17 )  /  17   =   2160                                                (1) 

Uit formule (1) volgt dat  I1 + I2 + I3 + ... + I17 = 17 *2160 = 36720 € . Met de vrouw erbij verdienen de 18 hbo-ers samen 36720 + 2070 = 38790 € per maand. Om het gemiddelde inkomen van deze 18 hbo-ers te vinden moeten we 38790 delen door 18. Het nieuwe gemiddelde wordt 38790 : 18 = 2155 € per maand. Antwoord (c) is correct. 

Opgave 2:  Het gemiddelde maandinkomen van een groep van 23 ICT-ers is € 2840 per maand. Er blijkt nóg een persoon bij de groep te horen. Zijn maandinkomen bedraagt  € 2400.  Van de totale groep is het gemiddelde in-komen dan nu:
    (a)    O     € 2829.44
    (b)    O     € 2820 
    (c)    O     € 2821,67
    
8.1.3 Het gebruik van gewichtsfactoren     

Voorbeeld 3:  Een docente wiskunde neemt 3 toetsen af bij haar studenten. Gezamenlijk tellen de cijfers voor die drie toetsen mee voor het eindcijfer, afgerond op 1 decimaal. De 1ste toets telt niet zwaar mee in het eindcijfer en heeft een kleine gewichtsfactor van 10 %. Toets 2 telt ietsje zwaarder mee en heeft een gewichtsfactor van 20 %. Maar de 3de  toets is zeer belangrijk : de 3de  toets heeft een gewichtsfactor van 70 % . Stel dat een student op een 100 punts-schaal voor toets 1 de score 70 heeft gehaald, voor toets twee de score 63 en voor toets 3 de score 40. Wat is dan het eindcijfer voor deze student?

Oplossing: je vindt het eindcijfer door het resultaat van elke toets met de bij die toets behorende gewichtsfactor te vermenigvuldigen en daarna op te tellen.  De gewichtsfactoren moeten dan als fracties genoteerd worden, dus 20 % wordt 0,2 enz. Het eindcijfer wordt:

                         Eindcijfer   =    0,10 * 70   +   0,20 * 63    +   0,70 * 40    =   47,6

Je kan gemakkelijk constateren dat de gewichtsfactor van 70 % dominant is in de bepaling van het eindcijfer.

Voorbeeld 4: In een groep van 25 personen is van elk persoon de massa  bepaald. Hieronder zie je een tabel met de gemeten massa’s  en het aantal keren dat de betreffende massa  gemeten is:
 
	massa (kg)
	63
	64
	66
	67
	68

	aantal
	4
	6
	7
	5
	3



Gevraagd: bereken het gemiddelde van de 25 massa’s op één decimaal  nauwkeurig.
Oplossing: gebruiken we het idee van gewichtsfactoren dan zien we dat de massa van 63 kg  dan 4 keer voor-komt, oftewel een gewichtsfactor heeft van (4/25) = 0,16. Voor 64 kg bedraagt de gewichtsfactor (6/25) = 0,24 , voor 66 kg is de gewichtsfactor (7/25) = 0,28 , voor 67 kg is de factor (5/25)= 0,20 en voor 68 kg is de gewichtsfac-tor gelijk aan (3/25) = 0,12.  Let op: de som van de gewichtsfactoren is altijd 1 . Dus ook hier:  0,16 + 0,24 + 0,28 + 0,20 + 0,12  =  1
De gemiddelde massa is nu te berekenen door elke massa met zijn bijbehorende gewichtsfactor te vermenigvul-digen en daarna op te tellen: 
                        gemiddelde massa  =  0,16 * 63 + 0,24 * 64 + 0,28 * 66 + 0,20 * 67 + 0,12 * 68  =  65,5 kg  

Het is ook mogelijk het gemiddelde als berekening in te vullen: 
De gemiddelde massa  is :   ( 4 * 63 + 6 * 64 + 7 * 66 + 5 * 67 + 3 * 68 ) / 25   =  65,5 kg  

Opgave 3:   Een statistiekdocent neemt drie toetsen af bij zijn studenten. Gezamenlijk leveren die toetsen een eindcijfer op, afgerond op één decimaal. De eerste toets heeft een gewicht van 40%, de tweede een gewicht van 30% en de laatste ook een gewicht van 30%. Een student behaalt op de 100-puntenschaal achter eenvolgens de scores 79, 70 en 82. Zijn eindscore afgerond op één decimaal wordt dus:
(a)   76,8
(b)   76,9
(c)   77,2
(d)  77,9

Opgave 4:  Een klein dorp heeft drie stembureaus : Centrum, Buitengebied Noord en Buitengebied Zuid. Het aantal stemgerechtigden per stembureau is respectievelijk 2000, 3000 en 3000. Bij een bepaalde verkiezing was het opkomstpercentage voor Centrum 30 %, voor Noord 30% en voor Zuid 50%.  Het opkomstpercentage voor het gehele dorp zal zijn :
(a)   O   36 %
(b)   O   37,5 % 
(c)   O   39 %
(d)   O   41,2 %


8.2  De berekening van de mediaan ( symbool: me )

De mediaan wordt gebruikt om een indruk te geven van de ligging van het centrum van een meestal groot aantal getalswaarden van een of andere grootheid, b.v. de mediane lengte van 110.000 dienstplichtige militairen. Van die militairen kan je dan de gemiddelde lengte bepalen, maar je kan ook de mediane lengte ofwel de mediaan  bepa-len. De algemene definitie van de mediaan me is: 50 % van alle getalswaarden is kleiner dan de mediaan en 50 % van alle getalswaarden is groter dan de mediaan. Dus 50 % van die 110000 militairen is groter dan de mediane lengte en de andere 50 % is kleiner dan de mediane lengte. Er is natuurlijk ook een mediaan gewicht voor de dienstplichtigen en een mediaan intelligentiequotiënt, enz. De mediaan kan je als volgt bepalen :

Methode 1: Heb je te maken met een betrekkelijk klein even aantal getalswaarden , b.v.  de 10 waarden 0, 1, 6, 3, 2, 2, 1, 0, 1, en 4,  dan bepaal je de mediaan door allereerst de getalswaarden in opklimmende grootte te rang-schikken:
                                                      O     O     1     1     1     2     2     3     4     6

En dan deel je deze 10 waarden in twee gelijke blokken van 5 getallen, n.l. O,O,1,1,1 en 2,2,3,4,6: 

                                                     O     O     1     1     1                2     2     3     4     6

De mediaan is nu per definitie het gemiddelde van de middelste 2 getallen, d.w.z. het laatste getal 1 van het
eerste blok en het eerste getal 2 van het tweede blok , dus me = ( 1 + 2 )/2  =  1.5 

Voorbeeld 5:  Tien personen hebben een test afgelegd. Het aantal fouten dat ieder van hen maakte is geteld. Het resultaat is 6, 0, 2, 1, 0, 1, 4, 3, 2,1 fouten. Indien de eerste persoon niet 6 maar 17 fouten zou hebben gemaakt dan zou de mediaan:
    (a)       O    precies 1.5 zijn
    (b)       O    iets groter zijn dan 1.5 
    (c)       O    gelijk aan 2 worden

Oplossing: we hebben hierboven berekend dat de mediaan van de getallen 0,0,1,1,1,2,2,3,4 en 6 gelijk is aan 1.5.
Verandert nu het getal 6 in 17, dan worden de getallen in opklimmende grootte:

                                                   O     O     1     1     1     2     2     3     4     17

En dan deel je weer deze 10 waarden in twee gelijke blokken van 5 getallen, n.l. O,O,1,1,1 en 2,2,3,4,17. De me-diaan is weer per definitie het gemiddelde van de middelste 2 getallen, d.w.z. het (vijfde)  getal 1 van het eerste blok en het (zesde) getal 2 van het tweede blok , dus me = ( 1 + 2 )/2  =  1.5 . De mediaan blijft dus ongewijzigd.

Methode 2: Je hebt nu te maken met een betrekkelijk klein oneven aantal getalswaarden, zoals de  onder-staande 11 getallen: 
                                                           O     O     1     1     1     2     2     3     4     6   13

Je deelt deze 11 waarden weer in twee gelijke blokken van 5 getallen, èn het centrale  getal ( het 6de getal), n.l. 2 :
                                                  O     O     1     1     1              2                    2     3     4     6     13

De mediaan is nu per definitie het centrale getal ( het 6de getal) , dus me = 2. 

Methode 3:  Er bestaat een formule waarmee je behalve de mediaan, die de getallenverzameling in twee delen van 50 % verdeelt, ook andere statistische grootheden snel kunt berekenen zoals kwartielen (delen de verzameling getallen in 4 gelijke delen van 25%), docielen (delen de getallenverzameling in 10 gelijke elen van 10%)  en percen-tielen (delen de getallenverzameling in 100 gelijke delen van 1 %) . Deze formule luidt als volgt : 

	                                                                                          
                                   p
      Rp = ( n + 1 )                                                                                                                                                                                   
                               100





waarin  Rp = het rangnummer is van het getal dat de mediaan, dociel, kwartiel, of percentiel voorstelt.      
                p = percentage van de waarden kleiner dan Lp 
                n = aantal getallen.

Voorbeeld 6:  kijk terug naar voorbeeld 5. Het aantal gemaakte fouten was, naar opklimmende grootte gerang-
                           schikt, gelijk aan:    

     O                  O                  1                   1                   1                 2                   2                   3                   4                   17
 
  rang-                                                                        rang-             rang-                                                                            rang                                                                                     nummer 1                                                            nummer 5     nummer 6                                                               nummer 10

We willen de mediaan berekenen. Dan is Rp dus het rangnummer van de mediaan en p is dan 50 , want 50 % van de waarden is kleiner dan de mediaan. Verder is n = 10. Dan wordt Rp = R50 = (10 + 1) (50/100) = 11 * (1/2) = 5,5.  Dus het rangnummer van de mediaan is 5,5. Het rangnummer van het vijfde getal is 5 en van het 6-de getal is het rang-
nummer 6. De mediaan zit er met rangnummer 5,5 precies tussen en is dus gelijk aan 1.5.

Opgave 5:  gegeven zijn een aantal data: 55,71,72,62,63,67,64,87,85,49,61.  Bereken de mediaan.

Opgave 6:  gegeven zijn een aantal data: 31,101,47,13,14,10,117,19,97,23,72,24,27,29.  Bereken, afgerond 
                      op één decimaal de mediaan.
8.3  De berekening van kwartielen en de halve kwartielafstand.

Introductie
Kwartielen en ook de halve kwartielafstand dienen om snel een globaal overzicht te verkrijgen van een verzame-ling getallen. Ze worden o.a. gebruikt bij de constructie van een boxplot ofwel een globaal grafisch overzicht van de ligging van de waarden van een verzameling getallen.
Zoals het woord al suggereert delen kwartielen een getallenverzameling in vier gelijke delen van 25 % . Om het goed te begrijpen moet je je voorstellen dat alle getallen van een getallenverzameling naar opklimmende grootte gerangschikt zijn.  
Kijken we dan eerst naar het eerste kwartiel  Q1 . Dit eerste kwartiel is een grenswaarde.  De 25 % kleinste getallen zijn kleiner dan Q1. De overige 75 % van de getallenverzameling moet dan groter zijn dan het eerste kwartiel Q1 . 
Voor het tweede kwartiel Q2 geldt dat de 50 % kleinste waarden kleiner dan Q2 zijn en de overige 50 % van de getallen is groter dan het tweede kwartiel Q2. Maar dat betekent dat het tweede kwartiel Q2 niets anders is dan de mediaan me . Dus de begrippen tweede kwartiel Q2 en mediaan me vallen samen.
Dan nog het derde kwartiel Q3. Daarvoor geldt dat 75 % van de getallenverzameling kleiner is dan Q3 en 25 % is dan groter dan Q3.  Om het voorgaande nogmaals te verduidelijken is het onderstaande figuur gegeven: 

                                               De getallen zijn naar opklimmende grootte gerangschikt
                       
                        25%                                       25%                                           25%                                           25%
  ●-----------------------------  Q1  -------------------------------  Q2  ------------------------------  Q3   --------------------------------●


kleinste                                                                            mediaan me                                                                            grootste getal                                                                                                                                                                                      getal

                                                                                    de kwartielafstand


In de statistiek wordt ook gewerkt met het begrip kwartielafstand: de afstand tussen het eerste kwartiel Q1 en het derde kwartiel Q3 :
                                                                         kwartielafstand  =   Q3  -  Q1                                                                     (3)

Maar meestal wordt gewerkt met het begrip halve kwartielafstand :

                                                                halve kwartielafstand  =  ( Q3 - Q1 ) / 2                                                          (4)

Aan de hand van een paar voorbeelden wordt nu getoond hoe men deze grootheden in de praktijk kan berekenen.

Voorbeeld 7: gegeven zijn een aantal data: 66, 80, 48, 70, 57, 67, 60, 63, 55, 56, 75. Bereken dan :
(a) de mediaan
(b) het eerste kwartiel  
(c) het derde kwartiel 
(d) de halve kwartielafstand

Oplossing: allereerst moeten de getallen naar opklimmende grootte gerangschikt worden. We krijgen dan :

                                     48  –  55  –  56  –  57  –  60  –  63  –  66  –  67  –  70  –  75  -  80             

Zetten we de rangnummers van de getallen tussen haakjes achter de getallen dan krijgen we de volgende reeks:

          48(1)  –  55(2)  –  56(3)  –  57(4)  –  60(5)  –  63(6)  –  66(7)  –  67(8)  –  70(9)  –  75(10)  –  80(11) 

We berekenen de mediaan op twee manieren :

De eerste manier:  kijk naar het aantal getallen. Dat is 11 , dus een oneven aantal. Dan is de centrale waarde het 6de getal. Want 5 getallen zijn kleiner dan het 6e getal en 5 getallen zijn groter dan het 6de getal. Dus 50% onder en 50% boven het 6de getal.  Het 6de getal is het getal 63, dus de mediaan me = 63.

De tweede manier:  gebruik de formule voor het rangnummer van een getal:

	                                                                                                  
                                  p
  Rp =    ( n + 1 )  -------                                                                                                                                                                 
                             100



In deze formule stelt p het percentage getallen voor onder Rp. Is nu Rp het rangnummer van de mediaan, dus is p gelijk aan 50. Verder is n het aantal getalswaarden en dat is 11. Substitutie van n=11 en p=50 geeft het rangnummer van de mediaan:
                                                             R50 = (11 + 1)(50/100) = 12 * 0,5 = 6

Dus we zoeken het getal met rangnummer 6 en dat is weer 63.
Vervolgens de bepaling van het eerste kwartiel Q1.  We gebruiken weer bovenstaande formule en substitueren  wederom n = 11. Maar p is nu 25, want onder het eerste kwartiel zit 25% van de getallen. We vinden dan :

                                                          R25 = (11 + 1)(25/100) = 12 * (1/4) = 3  

We zoeken het getal met rangnummer 3 en dat is 56. Dus Q1 = 56 .

De bepaling van het derde kwartiel Q3 gaat weer via de formule met n = 11 en nu p = 75. We vinden L75 = 9 , dat wil zeggen het derde kwartiel Q3 is het 9de getal . Dus Q3 = 70.

De kwartielafstand is gelijk aan Q3 – Q1 = 70 – 56 = 14. Dan is de halve kwartielafstand gelijk aan 14 : 2 = 7.

Kwartielen hoeven niet altijd gehele getallen te zijn. Bij getallen die niet geheel zijn wordt de berekening dan iets gecompliceerder. Zie het volgende voorbeeld: 

Voorbeeld 8: gegeven zijn een aantal data: 66, 80, 48, 70, 57, 67, 60, 63, 55, 56,75,61,68,81.  Bereken dan :
(a) de mediaan
(b) het eerste kwartiel  
(c) het derde kwartiel 
(d) de halve kwartielafstand

Oplossing: allereerst moeten de getallen naar opklimmende grootte gerangschikt worden. We krijgen dan :

                     48  –  55  –  56  –  57  –  60  –  61  -  63  –  66  –  67  –  68 -  70  –  75  -  80 – 81              

Zetten we de rangnummers van de getallen tussen haakjes achter de getallen dan ontstaat de volgende reeks:

 
48(1) – 55(2) – 56(3) – 57(4) – 60(5) – 61(6) – 63(7) – 66(8) – 67(9) – 68(10) – 70(11) – 75(12) - 80(13) - 81(14) 

We berekenen weer m.b.v. de formule op blz 8 de rangnummers van Q1 , Q2 en Q3 .

 Voor Q1: R25 = (14+1) (25/100) = 3,75; voor Q2: R50 = (14+1)(50/100) =7,50 ; voor Q3 : R75 = (14+1) (75/100)  = 11,25

Het tweede kwartiel Q2, dus de mediaan, is nu het gemakkelijkst te bepalen. Het getal 63 heeft rangnummer 7 en het getal 66 heeft rangnummer 8. De mediaan ligt er met rangnummer 7,5 precies halverwege tussen, dus de me-diaan wordt 63 + (66-63)/2 = 64,5. Je kan ook 63 en 66 optellen en daarna door 2 delen, dan vind je ook 63,5.
Maar bij het eerste kwartiel en het derde kwartiel ligt het iets moeilijker. Het eerste kwartiel heeft rangnummer 3,75 , dus ligt qua rangnummer dichter bij het getal 57 (rangnummer 4) dan bij 56 (rangnummer 3). Gebruikelijk is nu om de afstand tussen 56 en 57 te bepalen, daarvan ¾ te nemen en het resultaat bij 56 op te tellen. Dus:

                                  Q1 = 56 + (3/4) * ( 57 – 56 ) = 56,75. Op één decimaal afgerond: Q1 = 56,8 

Voor Q3 wordt het dan : Q3 = 70 + (1/4)(75 – 70 ) = 71,25.  Op één decimaal afgerond: Q3 = 71,3 

Tot slot de halve kwartielafstand :  0,5*(Q3 – Q1 ) = 0,5 * ( 71,25 – 56,75 ) =  0,5 * 14,5  = 7,3

Opgave 7:  gegeven zijn een aantal data: 55,71,72,62,63,67,64,87,85,49,en 61.  Bereken dan :
(a) het eerste kwartiel  
(b) het derde kwartiel 
(c) de halve kwartielafstand

Opgave 8:  gegeven zijn een aantal data: 31,101,47,13,14,10,117,19,97,23,72,24,en 27.  Bereken, afgerond op één decimaal:
(a) het eerste kwartiel  
(b) het derde kwartiel 
(c) de halve kwartielafstand


8.4   De constructie van een boxplot, behorend bij een getallenverzameling.

Een boxplot , ook wel snorrendoos of doosdiagram genoemd, is een bepaalde grafische weergave van een getal-
lenverzameling door middel van een vijf getallen-samenvatting. Deze vijf getallen zijn :

(1)   het kleinste getal ofwel het minimum.
(2)   het eerste kwartiel Q1.
(3)   het tweede kwartiel Q2 , ofwel de mediaan me.
(4)  het derde kwartiel Q3.
(5)  het grootste getal ofwel het maximum

Voorbeeld 9: We maken nu een boxplot van de volgende verzameling van 37 getallen:  66, 98, 34, 3, 8, 89, 67, 65, 44, 33,  23 , 12 , 15, 16, 88, 79, 71,17, 37, 41,43,35,110,101,87, 98, 47, 46, 55, 56, 57, 54, 53, 80, 73, 24, en 111.

Oplossing: Voor de constructie van het boxplot m.b.v. het minimum, het maximum, en de drie kwartielen Q1 , Q2 en Q3 is het natuurlijk noodzakelijk om allereerst deze 37 getallen naar opklimmende grootte te rangschikken. Want dan kunnen deze 37 getallen van een rangnummer voorzien worden. De 37 getallen zijn nu in opklimmende grootte gerangschikt met tussen haakjes achter elk getal het bijbehorende rangnummer van dat getal :

3(1)  ,  8(2)  ,  12(3)  ,  15(4)  ,  16(5)  ,  17(6)  ,  23(7)  ,  24(8)  ,  33(9)  ,  34(10)  ,  35(11)  ,  37(12)  ,  41(13)  ,  43(14)  
44(15)  ,  46(16)  ,  47(17)  ,  53(18)  ,  54(19)  ,  55(20)  ,  56(21)  ,  57(22)  ,  65(23)  ,  66(24)  ,  67(25)  ,  71(26)  ,  
73(27)  ,  79(28)  ,  80(29)  ,  87(30)  ,  88(31)  ,  89(32)  ,  98(33)  ,  98(34)  ,  101(35)  ,  110(36)  , 111(37) .
 
De kleinste waarde, het minimum, is dus 3. De grootste waarde, het maximum, is 111. Vervolgens is de mediaan ook vrij snel te berekenen want we kunnen deze 37 getallen verdelen in een groep van de kleinste 18 getallen, een groep met de grootste 18 getallen en daar dan tussenin het getal met rangnummer 19, welke dan exact in het  midden staat. Dus het getal met rangnummer 19 is de mediaan, d.w.z.me = 54.
Het eerste kwartiel vinden we als volgt: het rangnummer van het eerste kwartiel Q1 vinden we door gebruik te maken van de formule op blz 8 met n=37 en p=25. Het rangnummer van Q1  wordt: R25 = (37+1)(25/100) = 9,5.
Het getal 33 heeft rangnummer 9 en het getal 34 heeft rangnummer 10. Het eerste kwartiel zit daar qua rang-nummer precies halverwege tussen, dus Q1 = ( 33 + 34)/2 = 33,5.  Het rangnummer van het derde kwartiel Q3 vinden we weer door gebruik te maken van de formule op blz 8 met n=37 en p=75. Dan is het rangnummer van Q1 gelijk aan R75 = (37+1)(75/100) = 28,5. Het getal 79 heeft rangnummer 28 en het getal 80 heeft rangnummer 29. Het derde kwartiel zit weer qua rangnummer precies ertussen, dus Q3 = ( 79 + 80)/2 = 79,5. 


Nu kunnen we het boxplot construeren. Er zijn twee versies: een horizontale versie en een verticale versie :



                                         max = 111
   100
                                                                                                                        Q1 = 33.5        me =54         Q3=79.5
                                         Q3 = 79.5

                                         me = 54                                            min=3                                                                               max=111
    50

                                         Q1 = 33.5

    10
                                         min = 3

                                                                                                         10                                    50                                       100

Misschien is de verticale boxplot wel het meest overzichtelijk, maar dat blijft een kwestie van persoonlijke smaak.  Alle getalswaarden liggen in het interval (3,111). De kleinste 25 % van de getallen liggen in het interval (3;33,5) en de grootste 25% van de waarde    n ligt in het interval (79,5;111). De centrale 50% van alle waarden ligt in het interval (33,3 ; 79,5). Het is een interval met een breedte van 79,5 – 33,5 = 46. Deze waarde 46 wordt de kwartielafstand genoemd. Neem je hiervan de helft, dus 23, dan vind je de halve kwartielafstand.
Indien je neemt: me  +  halve kwartielafstand , dan heb je meestal een redelijk goede indruk van de ligging van de centrale 50 % van alle waarden.


Opgave 9:  Construeer het boxplot behorend bij de getallenverzameling : 23, 24, 24, 26, 27, 28, 29, 33, 34, 35, 37, 39, 40, 42, 44, 46, 47, 48, 49, 49, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 56, 58, 61, 61, 62, 62, 63, 64, 67, 69.  




8.5  Het berekenen van kansen

Voorbeeld 10: we beginnen met een bekend kansvraagstuk : Jan gooit met twee dobbelstenen. Bereken de kans dat de som van de ogen kleiner dan 11 is.

Oplossing: Bij een vraagstuk van dit type is het handig om de onderstaande overzichtelijke tabel te maken.
In de helemaal linksstaande eerste kolom staan de werpresultaten van steen 1 vermeld. En in de bovenste rij staan de werpresultaten van de tweede steen vermeld. In de tabel vind je dan het totaal van de werpresultaten. Zo vind je, als je met steen1 een 5 gegooid hebt en met steen 2 een 3 het totaal van 8 ogen in de 6de rij en 4de kolom.

	
	Steen2: 1
	Steen2:  2
	Steen2: 3
	Steen2:  4
	Steen2:  5
	Steen2:  6

	Steen1:   1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Steen1:   2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Steen1:   3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Steen1:   4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Steen1:   5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	Steen1:   6
	7
	8
	9
	10
	11
	12



Elke worp is even waarschijnlijk. Er zijn dus 36 gelijke mogelijkheden. Tel nu het aantal cellen waarin een totaal kleiner dan 11 staat bij elkaar op. Dat zijn 33 cellen. Dan is de kans op een uitkomst kleiner dan 11 te berekenen met een formule voor P(G), een formule voor de kans op een gunstige gebeurtenis:

                                                           aantal gunstige mogelijkheden                              33                  11
    P(G)   =   P( < 11 )    =                                                                                           =                       =                       (5)
                                                totale aantal gelijkwaardige mogelijkheden                   36                  12

Je kan dit kansvraagstuk ook oplossen  via de volgende formule ( de complementregel ) :

                                                                                  P(X)   +   P(X)   =  1                                                                          (6)

waarin: P(X) = de kans dat X gebeurt en P(X) de kans dat X niet gebeurt. Dan is X dus het gooien van een totaal aantal ogen kleiner dan 11 en X  betekent het gooien van 11 of hoger. De kans op 11 of hoger is 3/36 = 1/12  , dus de kans op het gooien van een totaal kleiner dan 11 is gelijk aan: 1 – (1/12) = 11/12 .
           
Veel kansvraagstukken, b.v. op het terrein van gokspelen, van kaarten, van lotto’s, enz. kunnen in de vorm van een vaasmodel met knikkers  gegoten worden.  We introduceren dit vaasmodel met het volgende voorbeeld:

                                                                                    In een vaas bevinden zich 6 zwarte knikkers en 2 rode knikkers.                  
                                                                                    Uit deze vaas worden 3 knikkers getrokken. Het trekken van knik-
     zwart :  6                                                               kers uit een vaas kan op twee manieren gebeuren :
                                                 3 knikkers                 
      Rood : 2                                                               (a) met terugleggen
                                                                                    (b) zonder terugleggen
      
                                                                                   De kansen bij de situatie met terugleggen, situatie (a), zijn anders 
                                                                                   dan bij situatie (b) , de situatie zonder terugleggen. 

Eerst : Bereken de kans dat je met terugleggen 2 zwarte en 1 rode knikker trekt als je driemaal een knikker uit 
            de vaas trekt.

Je trekt dus driemaal achter elkaar een knikker uit de vaas met terugleggen. 
Voorbeeld 11: met terugleggen: je moet je dan voorstellen dat je de eerste knikker pakt, je noteert de kleur, je legt hem terug, je schudt de vaas grondig, je pakt daarna de tweede knikker, enzovoorts.
Indien je met terugleggen knikkers uit de vaas neemt, dan verandert de kans op het trekken van een zwarte knik-ker niet en de kans op het trekken van een rode knikker verandert ook niet. Want waarom zouden die kansen veranderen? Je trekt driemaal een knikker uit een vaas met 2 rode en 3 zwarte knikkers, dus de situatie is drie-maal hetzelfde.
Er zijn 8 knikkers, dus je hebt 8 gelijke mogelijkheden om een knikker te trekken. Want je gaat ervan uit dat alle 8 knikkers gelijk van grootte zijn, even zwaar zijn, gelijke vorm en oppervlak hebben en dat er telkens goed geschud is, enz. enz.  In geval van het trekken van een rode knikker heb je twee gunstige mogelijkheden. Dus de kans op het trekken van een rode knikker, geschreven als P(rood) = P(R) met de P als afkorting van het woord probability
 (= kans), is gelijk aan:

                                                       aantal gunstige mogelijkheden                                     2
                       P(R)  =                                                                                               =                                            (7)
                                            totale aantal gelijkwaardige mogelijkheden                          8

Op gelijke wijze vinden we voor de kans P(Z) op een zwarte knikker : P(Z) = 6/8.

Er zijn drie mogelijkheden om 2 zwarte knikkers en 1 rode te trekken. Zie onderstaande tabel:


	
	eerste beurt
	tweede beurt
	derde beurt

	mogelijkheid 1
	zwart
	zwart
	rood

	mogelijkheid 2
	zwart
	rood
	zwart

	mogelijkheid 3
	rood
	zwart
	zwart




Het is nu belangrijk om te beseffen dat deze drie mogelijkheden elkaar uitsluiten. Oftewel: als mogelijkheid 1 optreedt dan kan niet tegelijk mogelijkheid 2 optreden, want ze zijn verschillend. Je kan het vergelijken met de 6 kansen bij een dobbelsteen: als je een 2 werpt, dan kan je niet een 1,3,4,5 of 6 werpen. Maar de kans op een 2 bij een dobbelste  en en de kans op een even worp bij een dobbelsteen sluiten elkaar niet uit. De les die je hier uit moet trekken is, dat je controleert of kansen elkaar wel of niet uitsluiten.

We moeten nu (geformuleerd in een lange zin) berekenen:

De kans om bij driemaal een knikker met terugleggen te trekken in de eerste beurt een zwarte te trekken, in de tweede beurt ook een zwarte en in de derde beurt een rode OF in de eerste beurt een zwarte te trekken, in de tweede beurt een rode en in de derde beurt een zwarte OF in de eerste beurt een rode te trekken, in de tweede beurt een zwarte en in de derde beurt een zwarte.

Met zo’n lange zin valt niet te werken. We korten deze zin als volgt in :

                                                 P (  Z EN Z EN R    OF    Z EN R EN Z    OF     R EN Z EN Z )                                               (8)

Omdat de drie genoemde mogelijkheden elkaar uitsluiten, mogen we ze optellen.  Uitdrukking (8) wordt dan :

                                               P ( Z EN Z EN R)  + P( Z EN R EN Z)  + P( R EN Z EN Z )                                                       (9)

De kans om bij de eerste keer met een dobbelsteen een 6 te gooien is 1/6. De kans om bij de tweede keer een 6 te gooien is ook1/6. De kans om bij de eerste keer en de tweede keer een 6 te gooien is (1/6)*(1/6) = 1/36. We mogen daarom het tussenvoegsel EN door een maalteken vervangen. We krijgen :

                            P (Z) * P(Z) * P(R)   +   P(Z)*P(R) *P( Z)   +   P(R)*P(Z)* P(Z )                                                             (10)

Door het terugleggen en goed schudden veranderen de kansen niet, dus P(Z)=6/8 en P(R)=2/8 . Dat betekent dat de drie termen in (8) gelijk zijn. We kunnen dus gewoon driemaal de eerste term nemen:

              P( 2 zwarte en 1 rode ) = 3 * (6/8)*(6/8)*(2/8) = 216/512 = 27/64 = 0,421875.

Op 4 decimalen achter de komma afgerond:  P(2 zwarte en 1 rode )  =   0,4219   ( 42.19 % )

Voorbeeld 12: nu zonder terugleggen:  ook in de situatie zonder terugleggen hebben we te maken met de drie mogelijkheden ZZR , ZRZ en RZZ , zoals behandeld bij de situatie met terugleggen. Dus de kans is gelijk aan: 

                                               P (  Z EN Z EN R    OF    Z EN R EN Z    OF     R EN Z EN Z )                                                (11)

Ook in de situatie zonder terugleggen sluiten de drie mogelijkheden elkaar uit, dus (11) kan je schrijven als:

                                                     P ( Z EN Z EN R)  + P( Z EN R EN Z)  + P( R EN Z EN Z )                                               (12)

Maar nu veranderen de kansen wel, d.w.z. P(Z) is niet altijd 6/8 en P(R) is niet altijd 2/8. Kijk naar de eerste term in uitdrukking (12) dus kijk naar P(Z EN Z EN R). Je trekt eerst een zwarte , dus P(Z) is gelijk aan 6/8. Maar nu wordt niet teruggelegd, dus de kans P(Z) op een zwarte in de tweede trekking is gelijk aan 5/7 en de kans op een rode in de derde trekking is 2/6.  Dus we vinden P(Z EN Z EN R) = P(Z)*P(Z)*P(R) = (6/8)*(5/7)*(2/6) = (2x5x6)/(6x7x8).
Op dezelfde wijze redenerend wordt de tweede term  P( Z EN R EN Z)  = P(Z)*P(R)*P(Z) = (6/8)*(2/7)*(5/6) en dat is ook gelijk aan (2x5x6)/(6x7x8). En de derde term wordt dan (2/8)*(6/7)*(5/6) = (2x5x6)/(6x7x8). We zien dus dat ook in de situatie zonder terugleggen de drie termen in (12) gelijk zijn, dus de gevraagde kans is daarom gelijk aan
3*(2x5x6)/(6x7x8) = 180/336 = 90/168 = 45/84 = 15/28 = 0,53571 . Op 4 decimalen achter de komma afgerond: 
0,5357 ofwel een kans van 53,57 % .


Voorbeeld 13:  Bij een instituut zijn 165 studenten ingeschreven, waaronder 30 studenten verkeerskunde ( in het vervolg aangeduid met het symbool V) en 135 studenten bouwkunde ( aangeduid met een B). Er worden wille-keurig 3 studenten uitgekozen. De studentennamen worden op muntjes geschreven en daarna worden de muntjes in een vaas gestopt en flink geschud.

Vraag (a) : Men trekt met terugleggen drie muntjes uit de vaas. Hoe groot is de kans dat er precies 2 verkeers-studenten aangetroffen worden bij de 3 getrokken studenten ? 

Oplossing: Met terugleggen betekent dat de kans P(V) op een verkeersstudent altijd gelijk is, n.l. P(V) = 30/165. 
En ook de kans P(B) op een bouwkundestudent is altijd gelijk namelijk P(B) = 135/165.
Om nu de kans op 2 verkeersstudenten te berekenen moet je drie mogelijkheden onderzoeken:
(1) Eerst trek je een B , dan een V en dan weer een V
(2) Eerst trek je een V, dan een B en dan een V
(3) Eerst trek je een V, dan weer een V en tenslotte een B
De kans op deze drie mogelijkheden kan je , net als bij voorbeeld 11, in het kort als volgt opschrijven :

                                                                             P ( BVV OF VBV OF VVB )                                                                    (13)

Als BVV plaatsvindt, dan kan VBV of VVB niet plaatsvinden. Dit zijn dus weer elkaar uitsluitende kansen. Dan mag je de deelkansen optellen :

                           P( BVV OF VBV OF VVB )    =    P(BVV)     +     P(VBV)     +     P(VVB)                                               (14) 

Nu geldt weer: P(BVV) = P(VBV) = P(VVB) = (30/165)*(30/165)*(135/165) . Dus de gevraagde kans is gelijk aan 
3 *(30/165)*(30/165)*(135/165) = 0,081142 . Afgerond op 4 decimalen wordt het antwoord : 0,0811.

Vraag (b) : Nu trek je zonder terugleggen drie muntjes uit de vaas. Hoe groot is nu de kans dat je 2 verkeersstuden-
ten aantreft bij de 3 getrokken studenten ? 

Oplossing: Zonder terugleggen betekent dat de kans P(V) op een verkeersstudent niet altijd gelijk is en ook de kans P(B) op een bouwkundestudent is niet altijd gelijk.
We moeten weer drie mogelijkheden onderzoeken:
(1) Eerst trek je een B , dan een V en dan weer een V
(2) Eerst trek je een V, dan een B en dan een V
(3) Eerst trek je een V, dan weer een V en tenslotte een B
Deze kans op drie mogelijkheden kan je in het kort als volgt opschrijven :

                                                                             P ( BVV OF VBV OF VVB )                                                                          (15)

Als BVV plaatsvindt, dan kan VBV of VVB niet plaatsvinden. Dit zijn dus weer elkaar uitsluitende kansen. In deze situatie mag je dan de deelkansen weer  optellen :

                           P( BVV OF VBV OF VVB )    =    P(BVV)     +     P(VBV)     +     P(VVB)                                                    (16) 

De berekening van deze kansen gaat nu anders dan bij het geval met terugleggen. Richten we onze aandacht op P(BVV) ofwel de kans op eerst een bouwkundestudent, daarna een verkeerssstudent en daarna weer een verkeersstudent, dan geldt :

                                          P(BVV) = (135/165) * ( 30/164)* ( 29/163)                                                                            (17) 

Toelichting: de kans op de eerste bouwkundestudent is natuurlijk 135/165. Maar omdat het zonder terugleggen is, is er nu een bouwkundestudent minder. Er blijven 164 studenten over: 134 bouwkundestudenten en 30 verkeers-studenten. De kans op een verkeersstudent is dan 30/164, maar nu verdwijnt  een verkeerstudent, dus er blijven 163 studenten over waarvan 29 verkeerstudenten. Dan is de kans om weer een verkeersstudent te trekken gelijk aan 29/163. 
In vergelijking (16) zijn P(BVV) , P(VBV) en P(VVB) gelijk, zoals gemakkelijk te controleren valt. De gevraagde kans wordt dus:

     P( BVV OF VBV OF VVB )= P(BVV)+P(VBV)+P(VVB)=3P(BVV) = 3*(135/165)*(30/164)*(29/163)= 0,0799     (18)

Vraag (c) : hoe groot is de kans dat je minstens twee verkeersstudenten aantreft in een groepje van 3 studenten 
                   indien je dit doet met terugleggen?

Oplossing: De kans op minstens twee verkeersstudenten betekent dat je moet uitrekenen de kans op twee ver-keersstudenten + de kans op 3 verkeersstudenten. De kans op twee verkeersstudenten hadden we al berekend
bij vraag (a) en was gelijk aan 0,0811. Dan nog de kans op 3 verkeersstudenten met terugleggen uitrekenen :  (30/165)*(30/165)*(30/165) = 0,0060. Dus de gevraagde kans is gelijk aan 0,0811 + 0,0060 = 0,0871 .  

Vraag (d) : hoe groot is de kans dat je minstens twee verkeersstudenten aantreft in een groepje van 3 studenten 
                    indien je dit doet zonder terugleggen?

Oplossing: De kans op minstens twee verkeersstudenten betekent dat je moet uitrekenen de kans op twee verkeersstudenten + de kans op 3 verkeersstudenten. De kans op twee verkeersstudenten hadden we al berekend bij vraag (b) en was gelijk aan 0,0799. De kans op 3 verkeersstudenten zonder terugleggen is gelijk aan (30/165)*(29/164)*(28/163) = 0,0055. Dus de gevraagde kans is gelijkaan 0,0799 + 0,0055 = 0.0854 .  
Opgave 10: Een vaas bevat 15 rode knikkers, 12 gele knikkers en 7 blauwe knikkers. Er worden zonder terugleggen 3 knikkers uit deze vaas getrokken. Bereken met een nauwkeurigheid van 4 decimalen achter de komma de kans dat er 2 blauwe knikkers getrokken worden.

Opgave 11: Er wordt een bingoavond georganiseerd. Er zullen 77 personen aanwezig zijn, dus er zitten 77 lootjes in de pot. Er zijn 6 derde prijzen, 3 tweede prijzen en 1 eerste prijs te verdelen. Jan, Piet en Clarence mogen die avond als eerste, tweede en derde een lootje trekken.   Gevraagd :
(a) wat is de kans dat Jan de eerste prijs trekt , daarna Piet een tweede prijs en tot slot Clarence een derde prijs ?
(b) wat is de kans dat Jan een tweede prijs trekt, dan Piet de eerste prijs en tenslotte Clarence een derde prijs ?
(c) wat is de kans dat Jan een tweede prijs trekt, dan Piet een derde prijs en tot slot Clarence een eerste prijs ?
(d) wat is de kans dat Jan, Piet en Clarence met z’n drieën een eerste prijs, een tweede prijs en een    
     derde prijs trekken, waarbij het onbelangrijk is, wie welke prijs gewonnen heeft ?
( Hint: vertaal dit probleem naar een vaasmodel.  Na elke trekking wordt goed geschud)

                                                                                        
8.6  Het berekenen van de verwachtingswaarde

Bij het begrip verwachtingswaarde kan men aan verschillende praktische situaties denken:
Voorbeeld 14: Je bent aan het dobbelen met één dobbelsteen. Indien je een 5 gooit, dan krijg je 5 € . Gooi je een 4 dan krijg je 10 €.  Gooi je een ander aantal ogen ( 1,2,3, of 6) dan moet je 4 € betalen. Moet je op deze wedden-schap ingaan, ofwel zal je op de lange duur winnen of verliezen, ofwel nog iets anders geformuleerd: wat zal op de lange duur jouw gemiddelde winst per worp zijn, ofwel wat is de verwachtingswaarde van de winst per worp ?
Voorbeeld 15: je zit aan de roulettetafel ( met 18 rode nummers, 18 groene nummers en 1 neutraal nummer: 0). Je speelt bij elk nieuw spel op rood. Telkens zet je bij een nieuw spel 1 euro in. Kom je op rood , dan verdubbelt je inleg zich. Kom je op zwart of de neutrale 0, dan ben je je geld kwijt. Wat zal je gemiddelde winst, ofwel verwach-tingswaarde van de winst zijn na vele keren spelen ?
Voorbeeld 16: Er is een cirkelvormig rad van fortuin. De oppervlakte van de cirkel is in drie sectoren verdeeld: één met een middelpuntshoek van 180 graden (sector A) en twee met een middelpuntshoek van 90 graden ( de secto-ren B en C). Er is ook nog een stilstaande pijl aanwezig, die in een bepaalde sector zal staan als het rad uitgedraaid is. Bevind de pijl zich in A, dan is de winst 3 €.  Bij B is de winst 5 € en bij C is de winst 8 €. Gevraagd:
(a) bereken de verwachtingswaarde van de winst  als elk spel uit éénmaal draaien bestaat.
(b) bereken de verwachtingswaarde van de winst  als elk spel uit 20 maal draaien bestaat.

Uitwerking voorbeeld 14: voor het oplossen van dit soort vraagstukken moet je het volgende schema volgen :

(1)  wat zijn alle mogelijke uitkomsten ? 
(2)  wat zijn de kansen op die uitkomsten ?
(3) bereken voor elke uitkomst :  kans op die uitkomst * winst bij die uitkomst
(4) Tel de resultaten gevonden bij (3) op. Je vindt dan de verwachtingswaarde van de winst.

Ad (1) : de uitkomsten zijn: 1, 2, 3, 4, 5, en 6.
Ad (2) : de kans op 1 , die we aangeven met P(1) is gelijk aan 1/6, dus P(1) = 1/6. Evenzo zijn P(2) , P(3) , P(4) , P(5) , 
              P(6) ook gelijk aan 1/6 .
Ad (3):  Uitkomst 1 :  P(1) * winst bij gooien van een 1  =  (1/6) * (-4) = -4/6 euro
              Uitkomst 2 :  P(2) * winst bij gooien van een 2  =  (1/6) * (-4) = -4/6 euro
              Uitkomst 3 :  P(3) * winst bij gooien van een 3  =  (1/6) * (-4) = -4/6 euro
              Uitkomst 4 :  P(4) * winst bij gooien van een 4  =  (1/6) * (10) =  10/6 euro
              Uitkomst 5 :  P(5) * winst bij gooien van een 5  =  (1/6) *   (5)  =  5/6 euro.
              Uitkomst 6 :  P(6) * winst bij gooien van een 6  =  (1/6) * (-4)  = -4/6 euro

Ad (4) : De verwachtingswaarde van de winst is nu: 4*(-4/6) + 10/6 + 5/6 = -1/6 euro.
Commentaar: gemiddeld zal je op de lange duur dus 1/6 euro verliezen per worpbeurt. Dat betekent dat je na 120 keer een worp doen een verlies van 120 * (1/) = 20 € mag verwachten. 
Het mooie van deze berekening is dat je van tevoren al het resultaat kunt voorspellen, zonder maar een enkele steen gegooid te hebben.

Uitwerking voorbeeld 15: we volgen weer het schema: 
Ad (1) : de uitkomsten zijn: 1, 2, 3, 4,  ...... , 35, 36, en de 0
Ad (2) : de kansen zijn gelijk , n.l. 1/37 , dus P(0)=P(1)=P(2)=P(3)= . . . . = P(35) = P(36) = 1/37.
Ad (3) : Voor de 18 rode getallen geldt :  P(rood) * winst = (1/37) * ( 2-1) = 1/37 euro.
              Voor de 18 groene getallen geldt :  P(groen) * winst = (1/37) * ( -1) = - 1/37 euro.
              Voor de neutrale 0 geldt: P(0) * winst =(1/37) *(-1) = - 1/37 euro.
Ad (4) : De verwachtingswaarde van de winst is : 19 * (-1/37) + 18 * (1/37) = -1/37 euro. 

Conclusie:  Deze berekening laat zien dat de strategie om alleen op rood te spelen tot verlies voert. 


Uitwerking voorbeeld 16:


                                                                                          B

                                                                                    A

                                                                                           C
                                                      A


Vraag (a) :
Ad (1) : de uitkomsten zijn: pijl in sector A , pijl in sector B en pijl in sector C
Ad (2) : P(pijl in A) = P(A) = ½, en P(B) = P(C) = ¼ .  
Ad (3) : Voor A geldt: P(A)* winst = (1/2) * 3 = 1,5 €
              Voor B geldt: P(B)* winst = (1/4) * 5 = 5/4  € = 1,25 €
              Voor C geldt: P(C)* winst = (1/4) * 8 =  2 €
Ad (4) : De verwachtingswarde van de winst is: 1,5 + 1,25 + 2 = 4,75 €

Vraag (b) : De verwachtingswaarde van de winst bij 20 keer spelen is 20 * 4,75  =  95 € .

Opgave 12:  Fiets Point, een bedrijf dat fietsen verhuurt, rekent een prijs van 10 € per fiets per dag. Na jaren van verhuren van fietsen heeft men op een zeker moment de resultaten geturfd van 10000 dagen fietsen verhuren. Deze dagen kunnen uitgesplitst worden naar het aantal verhuurde fietsen per dag, voor het gemak afgerond op 100. Zie onderstaande tabel :

	Aantal verhuurde fietsen per dag
	0
	100
	200
	300
	400
	500

	Aantal dagen
	1300
	1100
	2800
	2100
	1900
	800



Fietspoint heeft gemiddeld 140 € aan kosten per dag. Gevraagd : 
(12a) : wat zijn alle mogelijke uitkomsten ( = aantal fietsen )?
(12b) : wat zijn de kansen op die uitkomsten ?
(12c) : wat is het gemiddeld aantal verhuurde fietsen per dag ofwel wat is de verwachtingswaarde van het aantal 
            verhuurde fietsen per dag ? 
(12d) : bereken de gemiddelde winst ofwel de verwachtingswaarde van de winst per dag.
Opgave 13:  
Bij een brug over de rivier de vecht in Weesp treden wel eens storingen op in de bediening. Het aantal storingen is in de loop van de jaren bijgehouden. Op een gegeven moment wordt een onderzoek ingesteld en men komt tot de conclusie dat het aantal storingen in kaart moet worden gebracht. De volgende kansfunctie van het aantal storingen per maand wordt opgesteld.

	Aantal storingen
	Kans

	0
	0.37

	1
	0.26

	2
	0.20

	3
	0.11

	4
	0.06


 
Bereken het verwachte aantal storingen per jaar. Het antwoord geven in twee decimalen nauwkeurig.

Opgave 14: Een aantal personen dat in een willekeurig uur opbelt naar de klantenservice van het bedrijf United Ltd wordt beschreven door de volgende kansfunctie die in de onderstaande tabel gepresenteerd wordt:.


	Aantal personen
	Kans

	0
	0.44

	1
	0.22

	2
	0.18

	3
	0.13

	4
	0.03


 

Gevraagd: 
(a) Hoe groot is de kans dat er in een willekeurig uur minstens 3 mensen bellen? (op twee decimalen)
(b) Hoe groot is de kans dat er in een willekeurig uur minder dan 3 mensen bellen? (op twee decimalen)
(c) Bereken de verwachtingswaarde in twee decimalen nauwkeurig van het aantal mensen dat belt op een 
     willekeurige werkdag van 8 uur

Opgave 15:  Bij een krasloterij zijn met een lootje de volgende prijzen te verdienen: € 100 met kans 0,02;
€ 20 met kans 0,09  en € 5 met kans 0,13. Gevraagd: bereken de verwachtingswaarde van de opbrengst van een lootje.
 
8.7  Het toepassen van permutaties en combinaties in kansvraagstukken

Voorbeeld 17 : We beginnen met een voorbeeld uit de wereld van het onderwijs: bij een onderwijsinstituut moeten studenten 3 keuzevakken kiezen, namelijk Economie (E) , een Taal (T) en een Kwantitatief Vak (K). Het vak Economie heeft drie keuzemogelijkheden,  die we E1 , E2 en E3 noemen. Taal heeft 4 keuzemogelijkheden: T1 , T2 , T3 en T4 . En tenslotte heeft het vak Kwantitatief 5 keuzemogelijkheden K1 , K2 , K3 , K4 en K5. De vraag is nu: hoeveel verschillende pakketten kan de student hieruit samenstellen ? 

Oplossing:  Zie het schema hieronder :    

	                                                               K1
    E1                           T1                         K2
    E2                           T2                        K3
    E3                           T3                        K4
    E4                                                       K5



In het bovenstaande schema is ( zie de twee pijlen ) een willekeurig pakket gekozen :  E1 , T3 en K2 . Iedere econo-mieoptie is te combineren met 3 taalopties, dus in totaal heb je 12 mogelijke combinaties voor een economieoptie en een taaloptie. Elk van deze 12 mogelijkheden is te combineren met 5 kwantitatieve opties, dus in totaal zijn er
12x5= 60 keuzemogelijkheden. Je moet dus om het totale aantal mogelijkheden te vinden het aantal opties van economie vermenigvuldigen met het aantal opties bij de taal en dan weer vermenigvuldigen met het aantal kwantitatieve opties.

Voorbeeld 18: Gegeven is een klas van 30 studenten. In verband met het bezoek van een visitatiecommissie wordt gevraagd dat 3 studenten een presentatie over een bepaald onderwerp zullen geven. Op hoeveel manieren kan een groepje van 3 studenten uit een klas van 30 studenten gekozen worden ?

Oplossing: Dit probleem kan opgelost worden met behulp van het begrip permutatie. Wat is een permutatie ?
Neem 1 getal, b.v. het getal 1. Dat kan maar op 1 manier geschreven worden, er is maar één volgorde, dus het aantal volgorden ( = het aantal permutaties) is gelijk aan 1. Vervolgens kijken we naar de getallen 1 en 2. Er zijn nu 2 volgorden mogelijk, 2 permutaties, n.l. 1 2 en 2 1 .  Vervolgens kijken we naar de getallen 1, 2 en 3. Het aantal mogelijke volgorden ( =permutaties)  is nu 6 , n.l. 123, 132, 213, 231, 312, en 321. Bij de 4 getallen 1,2,3 en 4 vind je 24 permutaties en bij 5 getallen 1,2,3,4 en 5 vind je 120 permutaties. In plaats van getallen kan je ook objecten nemen, of mensen, enz. Het aantal permutaties is als volgt te berekenen:

Voor 1 getal, of student, enz. is het aantal volgorden/permutaties      :  1
Voor 2 getallen, studenten, enz. is het aantal volgorden/permutaties :  1X 2 = 2
Voor 3 getallen, studenten, enz. is het aantal volgorden/permutaties :  1X 2x3 = 6
Voor 4 getallen, studenten, enz. is het aantal volgorden/permutaties :  1X 2x3x4 = 24
Voor 5 getallen, studenten, enz. is het aantal volgorden/permutaties :  1X 2x3x4x5 = 120

Algemeen :

         Bij n objecten is het aantal permutaties gelijk aan 1x2x3x  ...  x(n-3)x(n-2)x(n-1)xn = n !

Voor het aantal mogelijke volgorden heeft men de notatie n!  (uit te spreken als n fakulteit)  geadopteerd.

We gaan nu het begrip permutatie gebruiken bij het oplossen van het probleem gegeven in voorbeeld 18.
We starten vanuit het idee dat er 30! mogelijke volgorden zijn om uit een klas van 30 studenten één voor één 
alle studenten te kiezen. Dat is een vrij groot aantal mogelijkheden want 30! is gelijk aan 1x2x3x ...x 29x 30 = 2.652528598X 10 32  mogelijkheden , dus ruwweg 2.650.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000 mogelijkheden ofwel 2,65 sextillioen mogelijkheden. Een onvoorstelbaar astronomisch getal.
Nummer nu de 30 studenten van 1,2,3, .. tot en met 30.  En kies nu een willekeurig drietal studenten, b.v. de studenten 5, 17 en 29. Zie nu een permutatie als een volgorde om één voor één alle studenten te kiezen.Verdeel nu de zojuist gegeven astronomische groep permutaties in 2 groepen :
Groep 1:  in de eerste groep permutaties bevinden zich op de eerste drie plekken de studenten 5,17 en 29 in 
                 wisselende volgorde.
Groep 2: in de tweede groep permutaties bevinden zich op de eerste drie plekken niet de studenten 5, 17 en 29.
De grootte van de eerste groep permutaties is gelijk aan 3! * 27! Want er zijn 3! = 6 mogelijke volgorden om de studenten 5,17 en 29 te kiezen er er zijn 27! volgorden om de overblijvende 27 studenten te kiezen.
We komen tot een belangrijke conclusie: bij elk willekeurig groepje van 3 studenten als de eerste 3 keuzes uit de klas horen 3!*27! permutaties. In totaal zijn er 30! permutaties. Dus het aantal manieren om een groepje van 3 studenten uit 30 studenten te kiezen , oftewel het aantal mogelijke combinaties van 3 studenten uit 30 studenten is gelijk aan 30!/(3!*27!) = 4060.   Meestal wordt het als volgt geschreven:

              30                      30 !                    1x2x3 x4 x ... x 27x28x29x30                      28x29x30
	=                         =                                                                    =                                =  4060
                  3                 3! 27!                    (1x2x3) x (1x2x3x ..x26x27)                           1x2 x3


Algemeen :   

	
 Het aantal manieren waarop men k objecten uit n objekten kan kiezen,             n                       n!                                                                                                              
 ook wel het aantal combinaties genoemd, wordt aangegeven door de   	= 
 formule rechts ( uitgesproken als:  “n boven k “ ) :                                                    k                   k!(n-k)!      
                                                                                                                                                 




Je kan het antwoord ook vinden via een andere lijn van redeneren: voor de keuze van de eerste student heb je 30 mogelijkheden. Dan blijven 29 mogelijkheden over voor de tweede student en daarna 28 mogelijkheden voor de derde student. Het aantal mogelijkheden om een groepje van 3 studenten te kiezen is dus 30x29x28 = 24360.
Maar dit getal moet je nog door 6 delen want bij de studenten 5,17 en 19 horen dan 6 volgorden : 5,17,19 of 5,19,17 of 17,5,19 of 17,19,5 of 19,5,17 of 19,17,5.  Delen door 6 levert op : 24360 : 6 = 4060.

Voorbeeld 19: Een groep van 5 mannen en 6 vrouwen wordt getraind voor een zeereis. Uiteindelijk kunnen er 4 mannen en 3 vrouwen mee. Op hoeveel manieren kan het team samengesteld worden ?

Oplossing: het aantal manieren waarop 4 mannen uit een groep van 5 mannen gekozen kan worden is :

              5                       5 !                    1x2x3 x4 x 5
                          =                         =                                      =    5
             4                    4! 1!                 (1x2x3x4) x 1         

En het aantal manieren waarop 3 vrouwen uit een groep van 6 vrouwen gekozen kan worden is:


              6                       6 !                          1x2x3 x4x5x6
                          =                          =                                            =   20
             3                   3!  3!                   (1x2x3) x (1x2x3) 

Elke groep van 4 mannen kan gecombineerd worden met elke groep van 3 vrouwen. Er zijn dus 5 x 20 = 100 manieren om een team te vormen.  

Voorbeeld 20:  Er is een finale van het atletiekonderdeel 110 m horden. Er doen 6 atleten aan mee. Gevraagd:
(a) op hoeveel manieren kunnen de plaatsen 1 t/m 6 worden bezet ?
(b) op hoeveel manieren kunnen de medailles voor de eerste, tweede en derde prijs worden uitgereikt ? 
(c) de nummers 1 en 2 worden opgenomen in de selectie. Hoeveel tweetallen zijn mogelijk ?      

Oplossing:  vraag (a) komt neer op het bepalen van het aantal permutaties van 6 atleten en dat is gelijk aan 6! = 1x2x3x4x5x6 = 720. Je kan ook redeneren: er zijn 6 mogelijkheden voor de eerste plaats, dan 5 mogelijkheden voor de tweede plaaats,enz. Het aantal mogelijkheden is dus 6x5x4x3x2x1 = 720. 
Vraag (b) lossen we iets anders op: eerst bepalen we het mogelijke aantal groepjes van 3 atleten, gekozen uit 6
atleten. Dat is gelijk aan: 

              6                       6 !                       1x2x3 x4x5x6
                          =                        =                                              =    20
             3                   3!  3!                   (1x2x3) x (1x2x3) 

Binnen elk groepje van 6 atleten zijn 1x2x3 = 6 volgorden mogelijk in verband met goud(1ste plaats), zilver (2de plaats) en brons ( 3de plaats). Dus het aantal manieren waarop de medailles verdeeld kunnen worden is 20 x 6 = 120 . 
Een tweede manier is via: 6x5x4 = 120. Want de eerste medaille kan op 6 manieren worden gegeven, de tweede medaille op 5 manieren en de derde medaille dan op 4 manieren.

Vraag (c) : Je moet bepalen op hoeveel manieren je 2 atleten uit 6 atleten kunt kiezen. Dit aantal is gelijk aan: 

              6                       6 !                        1x2x3 x4x5x6
                          =                         =                                            =    15
             2                   2!  4!                  (1x2) x (1x2x3x4) 


Je kan ook redeneren: er zijn 6 manieren om een atleet te kiezen en daarna 5 manieren, dus 30 manieren. Maar daarna moet je door 2 delen vanwege het feit dat elk tweetal atleten er dan tweemaal inzit. Dus dan kom je ook op 15 mogelijkheden uit.

Opgave 16:  Een groep van 7 mannen en 4 vrouwen worden getraind voor een zeereis op een wedstrijdjacht. 
Uiteindelijk zullen er 3 mannen en 3 vrouwen mee kunnen. Op hoeveel manieren kan het team op deze manier samengesteld worden?

Opgave 17:  Bij de finale 100 meter schoolslag op de Olympische Spelen doen 10 deelnemers mee. 
Het aantal verschillende volgorden waarop de drie verschillende medailles kunnen worden verdeeld bedraagt:
 O  720
 O  10
 O  10 !
 O  120
 
8.8  De normale verdeling 

Een belangrijke kansverdeling in de statistiek is de normale verdeling. Verschillende wiskundigen hebben bijge-dragen aan het ontwikkelen van deze verdeling,waaronder vooral de 18de eeuwse wiskundige Gauss die gerekend wordt tot een van de beste drie wiskundigen aller tijden. Vandaar dat men ook wel spreekt van de verdeling van Gauss en van de Gauss kromme.
Twee belangrijke redenen waarom de normale verdeling in de statistiek zo’n prominente plaats inneemt zijn de volgende:
- De eigenschappen van de normale verdeling maken vele praktische toepassingen mogelijk, met name bij het  
  trekken van conclusies uit steekproeven.
- De normale verdeling sluit vaak nauw aan bij feitelijk waargenomen frekwentieverdelingen van veel verschijn-
  selen  b.v. de lengte en het gewicht van mensen, het IQ, de levensduur van gloeilampen, de levensduur van 
  sommige typen chips, enz, enz.

Hieronder een grafiek van de normale verdeling:
[image: klokvormige verdeling]
                          σ              µ             σ
Het gemiddelde van de normale verdeling wordt  aangegeven door µ  en de standaardafwijking krijgt het symbool  σ toegewezen. De Gauss verdeling blijkt een symmetrische verdeling te zijn rondom  µ . Enkele feitjes :  
In het interval  (  µ -  σ  ,   µ +  σ )  bevinden zich ruim 68 % van alle waarden (zie tabel blz 26) 
In het interval  (  µ -  σ  ,   µ +  σ )  bevinden zich ruim 95 % van alle waarden (zie tabel blz 26)
In het interval  (  µ -  σ  ,   µ +  σ )  bevinden zich 99,7 % van alle waarden. ( zie tabel blz 26 )
Er worden nu wat praktische voorbeelden van het gebruik van de normale verdeling gegeven.
Eerste voorbeeld:  Veronderstel dat de levensduur van een bepaald type chips normaal verdeeld is met een gemiddelde  µ = 8 jaren en een standaardafwijking  σ  = 2 jaar. Bereken dan met behulp van de tabel van de standaardnormale verdeling ( zie blz 26) de kans dat de chip kapot gaat in de eerste 5,5 jaar van zijn actieve leven.
We moeten dan de grootheid u berekenen, gegeven door de onderstaande formule: 

                                                                                      x  -   µ           
                                                              u      =        
                                                                                         σ

waarin de verticale lijnen absoluutstrepen voorstellen, d.w.z. je moet altijd de positieve waarde nemen van het getal tussen de absoluutstrepen : b.v. |5| = 5 , maar ook |-56| = 56. 
In deze formule stelt  x de kritieke grens voor ,  µ  het gemiddelde en  σ de standaardafwijking.  Substitutie in bovenstaande formule van x = 5.5 , µ = 8 en  σ = 2 levert op u = 1,25. Bij u = 1,25 vinden we in de tabel het getal 1056 .  Als x < µ dan betekent het gevonden getal dat er een kans van 10,56 % is dat de chip in de eerste 5,5 jaar stuk gaat.    

Tweede voorbeeld: Een partij chips groot 15000 stuks wordt ingebouwd in computers. De gemiddelde levensduur is normaal verdeeld met een gemiddelde van 7 jaar en een standaardafwijking van 2,5 jaar. Als je uitgaat van de normale verdeling hoeveel chips zullen dan kapot gaan in het 8ste en 9de jaar ? 
We hebben weer de tabel van de standaardnormale verdeling nodig. Er zijn twee kritieke grenzen: x = 7 en x = 9. Voor x = 7 wordt u = 0 en voor x = 9 vinden we: u = 0,8. In de tabel vinden we de getallen  5000 en 2119. Dat betekent dat op basis van de normale verdeling 100 – 50  – 21,19 = 28,81 % van de chips stuk zullen gaan.  In een partij van 15000 stuks is het te verwachten  dat 0,2881 x 15000 = 4322 chips stuk zullen gaan.


Tot slot enkele oefenopgaven.

Opgave 18:  
De normale verdeling wordt o.a. gebruikt in de informatica bij het testen van verschillende computerprogramma’s voor het oplosssen van hetzelfde probleem. Verschillende malen wordt programma A gebruikt voor het uitvoeren van een bepaalde job. Dat levert voor de tijd nodig om de job uit te voeren, een min of meer normale verdeling op met een gemiddelde van 10 minuten en een standaardafwijking van 2 minuten.
Het gebruik van programma B voor het uitvoeren van dezelfde job levert ook een normale verdeling op met een gemiddelde van 9 minuten en een standaardafwijking van 3 minuten.
Men wil dat de job in 11 minuten geklaard is. En men wil het programma kiezen dat de grootste kans biedt dat de opdracht binnen 11 minuten geklaard is. Welk programma kan het beste gekozen worden: programma A of pro-gramma B ?

Opgave 19:  
In een advertentie van een bepaald type harde schijf wordt gesteld dat de levensduur van dit type harde schijf  minimaal 5000 uur is. Echter, in de praktijk blijkt de levensduur normaal verdeeld te zijn met een gemiddelde van 5100 uur en een standaardafwijking van 200 uur.  Wat is de kans dat een harde schijf van dit type langer meegaat dan 5000 uur ? 

Opgave 20: 
Een partij chips type AT-X groot 20000 stuks wordt weer ingebouwd in computers. De gemiddelde levensduur is normaal verdeeld met een gemiddelde van 10 jaar en een standaardafwijking van 3 jaar. Hoeveel chips zullen  kapot gaan in het 6de t/m het 12-de jaar ? 

Opgave 21: 
Op een afdeling van het hoofdkantoor van computerbedrijf Enux worden door medewerkers  long-distance telefoongesprekken gevoerd. Tijdsopnamen van de duur van dit type telefoongesprekken levert een beeld op van een normale verdeling met een gemiddelde van 7,2 minuten en een standaardafwijking van 1,9 minuten. Bereken nu de kans dat een gesprek
-(a) tussen de 5 en 10 minuten duurt.
-(b) meer dan 7 minuten duurt
-(c) minder dan 4 minuten duurt 

Opgave 22: 
Een retailer van computerproducten verkoopt een groot aantal aan computers gerelateerde producten.  Een van de meer populaire producten is een HP Laser Printer. De gemiddelde wekelijkse vraag naar deze printer bedraagt 200 stuks. Als er door de retailer een order voor deze printers bij de fabrikant geplaatst wordt duurt het een week voordat de bestelde printers bij de retailer zijn. Indien nu de vraag naar printers constant zou zijn, dus elke week precies 200, dan zou de retailer gaan bijbestellen indien de voorraad nog maar 200 printers groot is. Maar natuur-lijk is deze vraag niet zo constant want een analyse van de afgelopen jaren laat zien dat de wekelijkse vraag nor-maal verdeeld is met een standaardafwijking van 20 printers.
De retailer weet dat als een klant een HP Printer wil kopen en hij is niet meer op voorraad , dus niet meer lever-baar, dat dan de verkoop niet doorgaat en hoogstwaarschijnlijk gaan additionele aankopen van de klant dan ook niet door.
De retailer wil , op basis van afweging van de voorraadkosten, rentekosten en nee-verkoop, dat de kans dat er geen printers meer op voorraad zijn niet groter is dan 6 % . Bij hoeveel printers op voorraad gaat de retailer dan weer een order van 200 printers bij de fabrikant plaatsen ?  



8.8  De Poisson verdeling

In de praktijk heeft men vaak te maken met gebeurtenissen die plotseling in een fractie van een seconde optreden zoals storingen in ICT-systemen, storingen in het elektriciteitsnet in Nederland, storingen in productieprocessen, verkeersongevallen, vliegtuigongelukken, blikseminslagen in Groningen, aardbevingen in Joegoslavië, enz. enz.
In de tijd gezien zijn dit heel kleine kansen, en zijn er kleine kansen in het spel dan komt de Poisson verdeling in beeld. In tegenstelling tot de normale verdeling waar men te maken heeft met continu variërende variabelen zoals b.v. levensduur, lengte, gewicht, heeft de Poisson verdeling  betrekking op discrete variabelen: variabelen die de waarde 0,1,2,3,..enz. kunnen aannemen. Zo is het aantal computerstoringen in de een call-centrum in India een voorbeeld van een discrete variabele. Dat kan 1 storing zijn, of 2, of 3, maar nooit 2,5.

Eerste voorbeeld:  Veronderstel dat het aantal fouten, gemaakt door een programmeur, Poisson verdeeld is met een gemiddelde van 4 fouten per dag. Gevraagd nu : 
-(a) Wat is de kans dat deze programmeur op een bepaalde dag slechts 1 fout maakt ?
-(b) Wat is de kans dat deze programmeur 4 fouten per dag maakt ?
-(c) Wat is de kans dat de programmeur maximaal 6 fouten per dag maakt? 
De oplossing ligt in het gebruik van de tabel van de Poissonverdeling op blz 27. 
Vraag a : Het gemiddelde aantal fouten per dag is 4 , dus we zoeken in de tabel bij m = 4. Bij m= 4 kunnen we dan de kansen op 0 fouten ( k=0) , 1 fout (k=1), 2 fouten (k=2) , enz. aflezen. We vinden dat de kans op 1 fout, aange-geven met P(1) , gelijk is aan 0,074 dus 7,4 %.
Vraag b: In de tabel  zoeken we bij m=4 en k=4 en we vinden 0,196 dus 19,6 %.
Vraag c: Maximaal 6 fouten betekent    dat je moet berekenen de kans op 0 fouten + de kans op 1 fout + … + de kans op 6 fouten en die is gelijk aan: 0,018 + 0,074 + 0,146 + 0,195 + 0,196 + 0,156 + 0,104 = 0,889 dus 88,9 % .

Tweede voorbeeld: In Silicon Valley gaan op een zitplaats in een locale bus per uur gemiddeld 12 mensen zit-ten. Onder de dagelijkse passagiers bevindt zich  ICT-medewerkster Caroline, werkzaam bij Google. Het aantal passagiers op de zitplaats is in de tijd gezien Poisson verdeeld. Gevraagd :
-(1) Wat is de kans dat in een willekeurig kwartier er meer dan 5 mensen de zitplaats gaan bezetten? 
Verder het volgende: gemiddeld vindt in de bus op 1 van 50 werkdagen kontrole plaats. Deze kontroles zijn in de tijd gezien Poisson verdeeld. Bij het ontbreken van een geldige kaart moet men 25 dollar boete betalen. Caroline legt elke dag met de bus een bepaald traject af. De kaart kost 0,60 dollar en is geldig voor een retour. Gevraagd:
-(2) Wat is de kans dat Caroline in 50 werkdagen niet gekontroleerd wordt?
-(3) Wat is de kans dat Caroline in 50 werkdagen precies 1 keer gekontroleerd wordr ?
-(4) Wat is de kans dat Caroline in 50 werkdagen meer dan 1 keer gekontrolerd wordt ?
-(5) Wat is voor Caroline het voordeligst: nooit betalen en af en toe een bekeuring op de koop nemen of altijd
       netjes  een kaartje kopen ?

Een eigenschap van de Poissonverdeling is dat als per uur gemiddeld 12 mensen op een willekeurige zitplek gaan zitten , dat dan per kwartier ( dus een vier maal zo klein tijdsinterval ) het gemiddelde aantal mensen ook vier maal kleiner wordt, dus gemiddeld 3 mensen per kwartier. 

Antwoord 1 : In de Poisson tabel moet gekeken worden bij m=3 teneinde P(k>5) te kunnen berekenen.  Je vindt: P(>5) = 1-{P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5) } = 1 –{0,050+0,149+0,224+ 0,224 + 0,168+0,101} = 1 -0,916 = 0,084.
Antwoord (2) : Kijk in de Poisson tabel bij m=1 . Je vindt: P(0) = 0,368 dus 36,8 % . Dat is een grote kans.
Antwoord (3) : Kijk in de Poisson table bij m=1 . Je vindt: P(1)  = 0,368 dus 36,8 %. Ook dit is een grote kans.
Antwoord (4):  P(>1) = 1 - P(0) – P(1) = 1 – 0,736 = 0,264 dus 26,4 % .
Antwoord (5) : Als de ICT-medewerker 50 dagen lang netjes een kaartje koopt dan kost haar dat 50 * 0,6 = 30 dollar. Als zij zwart rijdt zal zij gemiddeld 1 maal per 50 dagen een boete krijgen, kosten dan 25 dollar. Het is dus goedkoper om zwart te rijden.


Opgaven Poisson verdeling.

Opgave 23: Pascal Inc koopt ongeteste computerchips in. De firma is echter op zoek naar een andere leverancier die geteste en gegarandeerde chips tegen een hogere prijs kan leveren. Om te bepalen of het veranderen van leverancier per saldo financieel voordeliger is, moet Pascal Inc het percentage onbruikbare chips van de huidige leverancier bepalen. Stel dat dit percentage 2 % is. Wordt nu een representatieve steekproef van 200 stuks genomen, dan is het meest warschijnlijke aantal kapotte chips 2 % van 200, oftewel 4 kapotte chips.
De omstandigheden ( o.a. kleine kansen) rechtvaardigen het gebruik van de Poisson verdeling om kansen op andere aantallen kapotte chips te berekenen. Bereken daarom met behulp van de Poisson tabel:
-(1) de kans om in een steekproef van 200 chips 3 kapotte chips aan te treffen
-(2) de kans om in een steekproef van 200 chips meer dan 5 kapotte chips aan te treffen. 

Opgave 24: Een onderzoek van de verzekeringsmaaschappij Parkhill Associates ovr de afgelopen 20 jaar leverde op dat 0,004 % van de medewerkers bij een groot aantal ICT-bedrijven in Nederland, die dagelijks vele uren achter het beeldscherm zaten, door rsi-klachten, rugklachten en burn-out verschijnselen definitief arbeidsongeschikt werd. Bereken met behulp van de Poissonverdeling de kans dat deze verzekeringsmaatschappij in 2017 bij meer dan 2 van de 10000 door de werknemers afgesloten arbeidsongeschiktheidsverzekeringen tot uitkering zal moeten worden overgegaan.

Opgave 25: Het bedrijf Gooiland Computers ontvangt per uur gemiddeld 12 klanten. Hoe groot is de kans dat in een willekeurig kwartier er meer dan 4 mensen de winkel binnenkomen? Je mag veronderstellen dat het aantal binnenkomende klanten in de tijd gezien Poisson verdeeld is.

Opgave 26:  Het bedrijf Computercare te Hilversum heeft drie busjes, waarmee klanten op hun woonadres bezocht kunnen worden i.v.m computerproblemen van de klant. De behoefte van de klanten aan busjes per dag blijkt Poisson verdeeld te zijn met een gemiddelde van 2 busjes. Men overweegt een extra busje aan te schaffen. In verband met kosten en baten van deze extra aanschaf wil het bedrijf Computercare het volgende weten :
-(1) Wat is de kans dat op een willekeurige dag geen busjes nodig zijn?
-(2) Wat is de kans dat op een willekeurige dag 1 busje nodig is ?
-(3) Wat is de kans dat op een willekeurige dag meer dan 3 busjes noodzalelijk zijn ?
-(4) Wat is de kans dat op een willekeurige dag meer dan 4 busjes noodzalelijk zijn ?
-(5) Wat is de kans dat op een willekeurige dag meer dan 5 busjes noodzalelijk zijn ?
-(6) Wat is de kans dat op een willekeurige dag meer dan 6 busjes noodzalelijk zijn ?

Opgave 27: Aan medewerkers bij het bedrijf Misco Solutions in China wordt, in verband met de toenemende luchtverontreiniging, tijdens de werkuren kapjes met een bepaald ingebouwd scheikundig  middel verstrekt welke bij 1 % van de werknemers ongewenste bijwerkingen heeft. Gevraagd:
-(1) Hoe groot is de kans dat op een klein kantoor in Sjanghai met 60 werknemers er niemand is met een 
       ongewenste reactie op het gebruik van deze kapjes ?
-(2) Hoe groot is de kans dat er bij meer dan 3 werknemers uit deze groep van 60 werknemers ongewenste 
       bijwerkingen optreden ?
 
Opgave 28: Het aantal branden in Silicon Valley is bij benadering Poisson verdeeld met een gemiddelde van 1 brand per 2 maanden. Gevraagd: 
-(1) Bereken het gemiddelde aantal branden per maand.
-(2) Bereken de kans dat er in een bepaalde maand meer dan 3 branden uitbreken.
-(3) De brandweer in Silicon Valley besluit een proteststaking te houden tegen een op handen zijnde salarisver-
       laging. Men besluit de lengte van de stakingsperiode zodanig te kiezen dat er 80 % kans is dat er geen enkele
       brand uitbreekt.  Hoeveel dagen (bij benadering) zal de staking duren ?

ANTWOORDEN van de opgaven in de paragrafen  8.1 t/m 8.9

Opgave   1  :   antwoord (c) :  60,2 %
Opgave   2  :   antwoord (c) : € 2821,67 €
Opgave   3  :   antwoord (c) :  77,2
Opgave   4  :   antwoord (b) : 37,5 %
Opgave   5  :   me=64 
Opgave   6  :   me = 28 
Opgave   7  :   Q1 = 61 ; Q3 =72 ;  halve kwartielafstand =0,5*(72-61) = 5,5
Opgave   8  :   Q1 = 16,5 ; Q3 = 84,5 en de halve kwartielafstand is gelijk aan 0,5 * ( 84,5 – 16,5 ) = 34
Opgave   9  :   min=23 ; max= 69 ;  rangnummer Q1 is 9,25 , dus Q1 = 34 + 0,25*(35-34) = 34,25 = 34,3.  En het             
                         rangnummer van de mediaan me is 18,5 dus me = 48 + 0,5*(49-48)  =  48,5. Het rangnummer van Q3 
                         is 27,75 , dus Q3 = 56 + 0,75*(58-56) = 57,5 . Met deze gegevens is het boxplot te construeren. 
Opgave 10  :  (3x6x7x27)/(32x33x34) = 0.0948 ( = 9.48 % ).
Opgave 11  :  (a): (1/77)(3/76)(6/75) ; (b): (3/77)(1/76)(6/75) ; (c) = (3/77)(6/76)(1/75) ; (d):6*(1x3x6)/(75x76x77).
Opgave 12  :  (12a)  :  0 , 100 , 200 , 300 , 400 , 500 fietsen
                           (12b) : P(0) = 1300/10000= 0,13 ; P(1) = 0,11 ; P(2) = 0,28 ; P(3) = 0,21 ; P(4) = 0,19 en P(5) = 0,08
                           (12c) : P(0)*0 + P(1)*100 + P(2)*200 + P(3)*300 +P(4)*400 + P(5)*500  = 
                                       0,13*0 + 0,11 *100 + 0,28*200 + 0,21*300 + 0,19*400 +  0,08*500 =  246 
                           (12d): De verwachtingswaarde van de winst per dag is:  246 * 10 – 140 = 2320  € per dag.
Opgave 13  :    De verwachtingswaarde van het aantal storingen per maand is gelijk aan 0,37x0 + 0,26x1 + 0,20x2 + 
                           0,11x3 + 0,06x4 = 1,23. Per jaar is dat natuurlijk 12 maal zo groot, dus 12 x 1,23 = 14,76. 
Opgave 14  :   (a) : P(3 of 4) = P(3) + P(4) = 0,16
                          (b) : P(0) + P(1) + P(2) = 0,44 + 0,22 + 0,18 = 0,84 .
                          (c)  : per uur is de verwachtingswaarde van het aantal personen gelijk aan: 0,44x0 + 0,22x1 + 0,18x2 
                           + 0,13x3 + 0,03x4 = 1,09. Per 8-urige werkdag dus 8 x 1,09 = 8,72.
Opgave 15  :   0,02x100+0,09x20+0,13x5 = 4,45 .
Opgave 16  :   560
Opgave 17  :   720
Opgave 18  :   Bij programma A is de kans 69.15 % en bij programma B is die kans 71.15 %. We kiezen dus voor 
                          programma B.
Opgave 19  :   69.15 %    
Opgave 20  :   14022
Opgave 21  :   (a) 80.62 % ; (b) 54.18 % ; (c) 4.65 %
Opgave 22 :    247 printers  
Opgave 23 :    In de tabel bij m=4 : 19.5 % ; P(>5) = 21.5 %.
Opgave 24 :    0,004 % van 10000 = 0,4. Dus in de tabel bij m=0,4.  Je vindt: P(>2) = 0,062 dus 6.2 %
Opgave 25 :    Per uur m=12 , dan per kwartier m=3 . Dan P(>4) = 0,0185 is 18.5 %
Opgave 26 :   In tabel bij m=2 kijken : (1): 13,5 % ; (2): 27,1 % ; (3): 14,3 % ; (4): 5,3 % ; (5): 1,7 % ; (6): 0,5 %.
Opgave 27 :   1 % van 60 is 0,6. Dus m=0,6. Je vindt: (1) : 54.9 % , (2): 0,003 is 0,3 %.
Opgave 28 :   (a): 0,5 ; 0,2 % ; (ruim) 13 dagen
                                           







8.7 De tabel van de standaardnormale verdeling.

	u
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	0,0
	5000
	4960
	4920
	4880
	4840
	4801
	4761
	4721
	4681
	4641

	0,1
	4602
	4562
	4522
	4483
	4443
	4404
	4364
	4325
	4286
	4247

	0,2
	4207
	4168
	4129
	4090
	4052
	4013
	3974
	3936
	3897
	3859

	0,3
	3821
	3783
	3745
	3707
	3669
	3632
	3594
	3557
	3520
	3483

	0,4
	3446
	3409
	3372
	3336
	3300
	3264
	3228
	3192
	3156
	3121

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	0,5
	3085
	3050
	3015
	2981
	2946
	2912
	2877
	2843
	2810
	2776

	0,6
	2743
	2709
	2676
	2643
	2611
	2578
	2546
	2514
	2483
	2451

	0,7
	2420
	2389
	2358
	2327
	2296
	2266
	2236
	2206
	2177
	2148

	0,8
	2119
	2090
	2061
	2033
	2005
	1977
	1949
	1922
	1894
	1867

	0,9
	1841
	1814
	1788
	1762
	1736
	1711
	1685
	1660
	1635
	1611

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1,0
	1587
	1562
	1539
	1515
	1492
	1469
	1446
	1423
	1401
	1379

	1,1
	1357
	1335
	1314
	1292
	1271
	1251
	1230
	1210
	1190
	1170

	1,2
	1151
	1131
	1112
	1093
	1075
	1056
	1038
	1020
	1003
	0985

	1,3
	0968
	0951
	0934
	0918
	0901
	0885
	0869
	0853
	0838
	0823

	1,4
	0808
	0793
	0778
	0764
	0749
	0735
	0721
	0708
	0694
	0681

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1,5
	0668
	0655
	0643
	0630
	0618
	0606
	0594
	0582
	0571
	0559

	1,6
	0548
	0537
	0526
	0516
	0505
	0495
	0485
	0475
	0465
	0455

	1,7
	0446
	0436
	0427
	0418
	0409
	0401
	0392
	0384
	0375
	0367

	1,8
	0359
	0351
	0344
	0336
	0329
	0322
	0314
	0307
	0301
	0294

	1,9
	0287
	0281
	0274
	0268
	0262
	0256
	0250
	0244
	0239
	0233

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	2,0
	0228
	0222
	0217
	0210
	0207
	0202
	0197
	0192
	0188
	0183

	2,1
	0179
	0174
	0170
	0166
	0162
	0158
	0154
	0150
	0146
	0143

	2,2
	0139
	0136
	0132
	0129
	0125
	0122
	0119
	0116
	0113
	0110

	2,3
	0107
	0104
	0102
	0099
	0096
	0094
	0091
	0089
	0087
	0084

	2,4
	0082
	0080
	0078
	0075
	0073
	0071
	0069
	0068
	0066
	0064

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	2,5
	0062
	0060
	0059
	0057
	0055
	0054
	0052
	0051
	0049
	0048

	2,6
	0047
	0045
	0044
	0043
	0041
	0040
	0039
	0038
	0037
	0036

	2,7
	0035
	0034
	0033
	0032
	0031
	0030
	0029
	0028
	0027
	0026

	2,8
	0026
	0025
	0024
	0023
	0023
	0022
	0021
	0021
	0020
	0019

	2,9
	0019
	0018
	0018
	0017
	0016
	0016
	0015
	0015
	0014
	0014

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	3,0
	0013
	0013
	0013
	0012
	0012
	0011
	0011
	0011
	0010
	0010

	3,1
	0010
	0009
	0009
	0009
	0008
	0008
	0008
	0008
	0007
	0007

	3,2
	0007
	0007
	0006
	0006
	0006
	0006
	0006
	0005
	0005
	0005

	3,3
	0005
	0005
	0005
	0004
	0004
	0004
	0004
	0004
	0004
	0003

	3,4
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0002


8.7  De tabel van de Poisson verdeling
M   k: 0       1       2       3        4       5     6       7     8      9     10      11    12    13    14    15    16    17    18    19    20    21
0,05  0,951  0,048 0,001
0,10  0,905  0,090 0,005
0,15  0,861  0,129 0,009 0,001
0,20  0,819  0,163 0,017 0,001
0,25  0,779  0,195 0,024  0,002
0,30  0,741  0,222 0,033 0,004 
0,35  0,705  0,246 0,043 0,006
0,40  0,670  0,268 0,054  0,007 0,001
0,45  0,638  0,287 0,064 0,010 0,001
0,50  0,607  0,303 0,076 0,012 0,002
0,55  0,577  0,317 0,088 0,016 0,002
0,60  0,549  0,329 0,099 0,020 0,003
0,65  0,522  0,339 0,111 0,024 0,003 0,001
0,70  0,497  0,347 0,122 0,028 0,005 0,001
0,75  0,472  0,355 0,132 0,034 0,006 0,001
0,80  0,449  0,360 0,144 0,038 0,008 0,001
0,85  0,427 0,364 0,154 0,044 0,009 0,002
0,90  0,407 0,365 0,165 0,050 0,011 0,002
0,95  0,387 0,367 0,175 0,055 0,013 0,003
1,00  0,368 0,368 0,184 0,061 0,015 0,003 0,001
1,1    0,333 0,366 0,201 0,074 0,021 0,004 0,001
1,2    0,301 0,362 0,216 0,087 0,026 0,006 0,002
1,3    0,273 0,354 0,230 0,100 0,032 0,009 0,001
1,4    0,247 0,345 0,241 0,113 0,040 0,011 0,002 0,001
1,5    0,223 0,335 0,251 0,125 0,047 0,015 0,003 0,001
1,6   0,202 0,323 0,258 0,138 0,055 0,018 0,005 0,001
1,7   0,183 0,310 0,264 0,150 0,063 0,022 0,006 0,002
1,8   0,165 0,298 0,268 0,160 0,073 0,026 0,007 0,002 0,001
1,9   0,150 0,284 0,270 0,171 0,081 0,031 0,010 0,002 0,001
2,0   0,135 0,271 0,271 0,180 0,090 0,036 0,012 0,004 0,001
2,2   0,111 0,244 0,268 0,196 0,109 0,047 0,018 0,005 0,002
2,4   0,091 0,217 0,262 0,209 0,125 0,060 0,024 0,009 0,002 0,001
2,6   0,074 0,193 0,251 0,218 0,141 0,074 0,032 0,012 0,004 0,001
2,8   0,061 0,170 0,238 0,223 0,156 0,087 0,041 0,016 0,006 0,001 0,001
3,0   0,050 0,149 0,224 0,224 0,168 0,101 0,050 0,022 0,008 0,003 0,001
3,2   0,041 0,130 0,209 0,223 0,178 0,114 0,060 0,028 0,011 0,004 0,002
3,4   0,033 0,114 0,193 0,218 0,186 0,127 0,071 0,035 0,015 0,005 0,002 0,001
3,6   0,027 0,099 0,177 0,212 0,191 0,138 0,083 0,042 0,019 0,008 0,003 0,001
3,8   0,022 0,085 0,162 0,204 0,195 0,148 0,093 0,051 0,024 0,010 0,004 0,001 0,001
4,0   0,018 0,074 0,146 0,195 0,196 0,156 0,104 0,060 0,030 0,013 0,005 0,002 0,001
4,5   0,011 0,050 0,113 0,168 0,190 0,171 0,128 0,082 0,047 0,023 0,010 0,004 0,002 0,001
5,0   0,007 0,033 0,085 0,140 0,175 0,176 0,146 0,105 0,065 0,036 0,018 0,009 0,003 0,001 0,001
6,0   0,002 0,015 0,045 0,089 0,134 0,161 0,160 0,138 0,103 0,069 0,041 0,023 0,011 0,005 0,003 0,001 0,001
7,0   0,001 0,006 0,023 0,052 0,091 0,128 0,149 0,149 0,130 0,101 0,071 0,046 0,027 0,014 0,007 0,004 0,001 0,001 
8,0   0,000 0,003 0,011 0,028 0,058 0,091 0,122 0,140 0,140 0,124 0,099 0,072 0,048 0,030 0,017 0,009 0,004 0,002 0,001
9,0   0,000 0,001 0,003 0,011 0,025 0,049 0,076 0,104 0,123 0,130 0,123 0,107 0,084 0,062 0,042 0,027 0,015 0,009 0,005 0,002 0,001 0,001
10,0 0,000 0,000 0,003 0,007 0,019 0,038 0,063 0,090 0,113 0,125 0,125 0,114 0,095 0,072 0,053 0,034 0,022 0,013  0,007 0,004 0,001 0,001 
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